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[摘要 ] � 设 A是 2-循环相容次序阵, 其 Jacob i阵 J的特征值均为实数,记 � = �(J ) > 0. 本文证明了两个主要

结论:

( 1) SAOR迭代收敛 � � < 1且参数 �与 �满足条件

0 < � < 2, � -
2 - �
�

< � < � +
2 - �
�

,

或等价地,

2 � � < 2 /�, 0 < � <
2 - ��
1 - �

;

- 2 /� < � � 2, 0 < � <
2 + ��
1 + �

.

( 2) 以 S�, � 表示 SAOR迭代阵,则:

当 � � 1时, �(S �, � ) > �2;当 � = 1时, �( S�, 1 ) =
�2, 若 � � [ 0, 2];

(� - 1) 2�2 > �2, 若 � < 0或 � > 2.

这表明: SAOR迭代的渐近收敛因子是 �2,最优参数是 � = 1与 � � [ 0, 2].

本文的结果改进了张引的两个相关结论.
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Abstrac t: Suppose A is an 2-cyc lic consistently ordered m atr ix and its Jacob im atrix has only rea l e igenvalues. Se t �=

�( J) > 0. In th is paperw e prove them a in conc lusions:

( 1) The SAOR iteration converges � �< 1 and the param eters � and � sa tisfy

0< � < 2, � -
2- �
�

< � < � +
2- �
�

,

o r equ iva lently,

2� �< 2 /�, 0< � <
2- ��
1- �

;

- 2 /� < �� 2, 0< � <
2+ ��
1+ �

.

( 2) Le tS�, � be the SAOR iterativem atr ix. Then �(S�, � ) > �2, if �� 1; �(S�, 1 ) = (�- 1) 2�2 > �2, if� < 0 o r�

> 2; �( S�, 1 ) = �2, if �� [ 0, 2].

Our results improve the two re lated conclusions due to Zhang Y in.
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� � 本文研究求解大型线性方程组

Ax = b ( 1)

的 SAOR迭代法 ��� 对称 AOR法. 设 A为 2-循环相容次序阵,其 Jacob i阵 J的特征值均为实数.设 A的

分块形式为

A =
A1 B 1

B2 A 2

, 其中 A 1、A 2均非奇异.

A的块分解为

A =
A 1 0

0 A2

-
0 0

- B 2 0
-

0 - B 1

0 0
� D - L - U. ( 2)

令 C i = - A
- 1
i B i, i = 1, 2, 则 Jacob i阵为

J =
0 C1

C 2 0
, ( 3)

SAOR迭代阵为
[ 1 ]

S�, � = (D - �U )
- 1
[ ( 1 - �)D + ( � - �)U + �L ] (D - �L )

- 1
[ ( 1 - � )D + (� - �)L + �U ] �

( 1 - � )
2
I + �T�, �, ( 4)

其中

T�, � =
[ �- �� + �( 1 - �)

2
]C 1C 2 (1 - � ) ( 2 - �)C1 + ��(2 - �)C 1C 2C1

( 1 - � ) (2 - �)C2 (� + �- ��)C 2C 1

, ( 5)

SAOR迭代格式为

xj+ 1 = S�, � xj + Qb, j � 0, ( 6)

其中

Q = �(D - �U )
- 1
[ (2 - � )D + ( �- �) (L + U ) ] (D - �L )

- 1
.

文献 [ 2]在假定 � = �(J) < 1的情形下, 证明了下面两个结果:

( 1) 对任意的 �与 �, S�, � 的特征值均为非负实数;在区域

�D = { (�, �): 0� � � 2, 0 < � � 4

4 - �
, 但 � = 2时 � � 2}

上有 �(S�, � ) < 1.

( 2) 在区域 �D上 �(S�, � )的最小值是 �
2
, 它在直线段 0 � � � 2, � = 1上达到.

实际上, �D并不是 SAOR迭代的收敛域, 它仅是 SAOR的收敛域 D的子区域. 本文的目的是给出 SAOR

迭代的收敛域 D,并证明:在 D上 �(S�, � )的最小值仍是 �
2
,并且它在直线段 0 � �� 2, � = 1上达到.

本文采用数值代数的常用记号与术语,见文 [ 3-5].

1� SAOR迭代的收敛域

文献 [ 2]中已经得到 � � � (S�, � )与 �� � (J )之间的关系式 (但其证明在该作者的硕士学位论文中

给出 ):

[ �- ( 1 - � )
2
]

2
= [ �

2
(2 - �)

2
+ 2�( �- �) ] �

2
�- �

2
( �- �)

2
�

4
+ 2�( 1 - �)

2
(� - �)�

2
,

或

�
2
- { 2(1 - � )

2
+ [ �

2
( 2 - �)

2
+ 2� (�- � ) ] �

2
} �+ [ ( 1 - �)

2
+ � (�- � )�

2
]

2
= 0. ( 7)

当 �均为实数时,式 ( 7)为关于 �的实系数二次方程.为方便起见,可设 �� 0,并记 � = �(J ) > 0.

据关于实系数二次方程根的绝对值均小于 1的经典判定法则
[ 6]
, 可知 �(S�, � ) < 1 � 对一切 �2 �

� (J
2
),下列不等式成立:

- 1 < (1 - � )
2
+ �( �- �) �

2
< 1, ( 8)

- 1- [ (1 - � )
2
+ �( �- �) �

2
]

2
< 2( 1 - �)

2
+ [ �

2
(2 - �)

2
+ 2�( �- �) ] �

2
, ( 9)

2( 1 - �)
2
+ [ �

2
(2 - �)

2
+ 2�( �- �) ] �

2
< 1 + [ (1 - � )

2
+ �( �- �) �

2
]

2
. (10)
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当 � = �时,从这些不等式易得 �(S�, � ) < 1的必要条件

� < 1, 0 < � < 2. (11)

于是 ( 8)式中的两个不等式等价于

� -
1 + ( 1 - �)

2

��
2 < � < � +

2- �
�

2 . (12)

不等式 ( 9)可化为

[ 1 + ( 1 - �)
2
+ � (�- � )�

2
]

2
+ �

2
(2 - �)

2
�

2
> 0,

这是无条件成立的.最后, 不等式 (10)可化为

( � - �)
2
�

2
< ( 2 - �)

2
,

从而得到

�-
2 - �
�

< � < � +
2 - �
�

. (13)

综合 (11)、(12)、(13)各式所示不等式,可得 SAOR迭代收敛的充要条件.

定理 1� 设 A为 2-循环相容次序阵, 其 Jacob i阵 J的特征值均为实数,则 SAOR迭代收敛 � � = �(J )
< 1且参数 �与 �满足条件

图 1� SAOR的收敛域 ( � = 0. 5 )

F ig. 1� Convergence reg ion of SAOR

0 < � < 2, � -
2 - �
�

< � < � +
2 - �
�

, (14)

或

2� � < 2 /�, 0 < � <
2 - ��
1 - �

,

- 2 /� < � � 2, 0 < � <
2 + ��
1 + �

.

(15)

由此可画出 SAOR迭代的收敛域 D,它是 �- 0- �平面上的

三角形开区域,见图 1,其中所标记的 �、�、� 的意义见下

节的说明,几条直线、曲线的方程如下:

l1: � =
2 - ��
1 - �

, � l2: � =
2 + ��
1 + �

,

C 1: � =
4

4 - �
, � C2: � =

2�
2 - ( 2 - �)

2.

可以看出,文献 [ 2]提出的区域 �D,就是 �轴与直线 �= 2之

间的曲边梯形.

2� SAOR迭代的渐近收敛因子与最优参数

为书写简单起见,记

��� �2
( 2 - �)

2
+ 2�( �- � ), �� �2

(2 - �)
2
+ 4�( �- �). (16)

易证

2(1 - � )
2
+ ��= 1 + [ 1 - �( 2 - �) ]

2
, 2(1 - �)

2
+ ���2 � { 1 + [ 1 - �( 2 - �) ]

2
}�

2
,

4( 1 - �)
2
+ �= [ 2 - �( 2 - �) ]

2
, 4( 1 - �)

2
+ ��

2 � [ 2 - � ( 2 - �) ]
2
�

2
,

以及方程 (7)的判别式

� = �
2
( 2 - �)

2
�

2
[ 4( 1 - � )

2
+ ��

2
] � 0, (17)

方程 ( 7)的两个根

�1 =
1
2
[ 2( 1 - � )

2
+ ���2 ] + 1

2
� | 2 - � | � 4(1 - �)

2
+ ��

2
, (18)

�2 =
1

2
[ 2( 1 - � )

2
+ ���2 ] - 1

2
� | 2 - � | � 4(1 - �)

2
+ ��

2
, (19)

�1 � �2 � 0.

不难得到 ��� 0与 �� 0的充要条件:

�3�
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��� 0�
� � 2�

2 - ( 2 - �)
2 ,当 2 - (2 - �)

2
> 0时;

� � 2�
2 - ( 2 - �)

2 ,当 2 - (2 - �)
2
< 0时.

(20)

�� 0� �� 0且 0 < � � 4

4 - �
, 或 �� 0且 � � 4

4 - �
. (21)

据此判定法则,可将 SAOR迭代的收敛域划分成三类子区域 (见图 1):

第 1类: ��� 0, �� 0;第 2类: �D\ 0, D[ 0;第 3类: �D[ 0, D[ 0.

文 [ 2]给出的子区域 �D是属于第 1类的,所以在 �D上有

Q(SC, X ) =
1
2
[ 2(1 - X)

2
+ �DA

2
] +

1
2

X | 2 - C | A 4( 1 - X)
2
+ DA

2
, (22)

当然, 由于 �D\ 0, D\ 0,所以对第 1类子区域, SC, X的谱半径表示式 (22)均是可用的.那么,对于第 2、3类

子区域,表示式 ( 22)是否可用呢?由于此时很难在理论上判定 K1是 L
2
的增函数 (因为

dK1

dL
2是否非负的证明

很复杂 ), 我们对于 A = 0. 5的情形,选取了子区域 º 、» 中的许多点 ( X, C)进行计算,见表 1,从这些数值

结果, 有理由相信,表示式 ( 22)在整个收敛域 D上均适用.
表 1 D(J 2 ) = { 0. 25, 0. 10, 0}, 记号 K ( X, C, L2 ) 见 ( 23) 式, D与 �D见 ( 16 )式

Table 1 D( J2 ) = { 0. 25, 0. 10, 0}, the no ta tion K( X, C, L2 ) is the sam e a s in ( 23) and D and �D a re the sam e as in ( 16)

点 ( X, C) D �D K ( X, C, 0. 25 ) K (X, C, 0. 10) K ( X, C, 0)

子区域 º

D < 0

�D > 0

( 1. 6, 1 ) - 1. 28 0. 64 0. 863 3 0. 681 8 0. 36

( 1. 4, 0. 5) - 0. 63 1. 89 0. 760 9 0. 506 7 0. 16

( 0. 3, - 1) - 0. 75 0. 03 0. 793 3 0. 686 9 0. 49

( 0. 6, - 2) - 0. 48 2. 64 0. 922 7 0. 584 0 0. 16

( 0. 5, - 3) - 0. 75 2. 75 0. 988 1 0. 653 6 0. 25

子区域 »

D < 0

�D < 0

( 1. 75, 1. 5) - 0. 984 4 - 0. 109 4 0. 858 5 0. 757 0 0. 562 5

( 1. 82, 1. 5) - 1. 501 5 - 0. 836 7 0. 913 9 0. 859 9 0. 672 4

( 1. 93, 1. 8) - 0. 854 6 - 0. 352 8 0. 994 7 0. 9594 0. 864 9

( 0. 28, - 1) - 0. 728 - 0. 011 2 0. 805 8 0. 708 3 0. 518 4

( 0. 25, - 2) - 1. 25 - 0. 125 0. 894 9 0. 786 7 0. 562 5

( 0. 1, - 3) - 0. 99 - 0. 37 0. 980 0 0. 931 6 0. 81

  尽管无法给出在属于子区域 º 与 » 的点 ( X, C)上的谱半径 Q(SC, X )的明显表达式,但是,不用谱半

径 Q(SC, X )的显式,我们能够证明

定理 2 ( 1) 当 X X 1时, Q(SC, X ) > A
2
;

( 2) 当 X = 1时, Q(SC, 1 ) =
A

2
,当 0 [ C [ 2时;

( C - 1)
2

A
2
> A

2
, 当 C > 2或 C < 0时.

证明  对任何点 ( X, C) I D,我们记

K ( X, C, L
2
) S

1
2
[ 2( 1 - X)

2
+ �DL

2
] +

1
2

X | 2 - C | L 4( 1 - X )
2
+ DL

2
. (23)

( 1) 当 X X 1时, 2(1 - X)
2
+ �DA

2
> 2( 1 - X)

2
A

2
+ �DA

2
= [ 1 + [ 1 - X ( 2 - C) ]

2
] A

2
,

4(1 - X)
2
+ DA

2
> [ 4( 1 - X )

2
+ D] A

2
= [ 2 - X (2 - C) ]

2
A

2
,

从而有

K ( X, C, A
2
) >

1

2
{ 1 + [ 1- X( 2 - C) ]

2
+ X | 2 - C |# | 2 - X (2 - C) | } A

2
. (24)

由于 (24) 式中出现了绝对值 | 2 - C |# | 2 - X (2 - C) |, 故需分两种情形讨论.

情形 1 当 C < 2且 X [
2

2 - C
时, 2 - X (2 - C) \ 0, 2 - C > 0, 故 (24)式化为

K ( X, C, A
2
) >

1
2
{1 + [ 1 - X( 2 - C) ]

2
+ X( 2 - C) [ 2 - X ( 2 - C) ] } A

2
= A

2
.

)4)
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当 C < 2且 X \
2

2- C
时, 2 - C > 0, 2 - X( 2 - C) [ 0,故 ( 24)式化为

K ( X, C, A
2
) >

1

2
{ 1 + [ 1 - X (2 - C) ]

2
+ X

2
( 2 - C)

2
- 2X( 2 - C) } A

2
= [ 1 - X ( 2 - C) ]

2
A

2
\ A

2
.

情形 2 当 C \ 2时, 2 - X ( 2 - C) \ 2,此时 (24)式化为

K ( X, C, A
2
) >

1

2
{1 + [ 1 - X (2 - C) ]

2
+ X( C- 2) [ 2 - X( 2 - C) ] } A

2
= [ 1 - X( 2 - C) ]

2
A

2
\ A

2
.

所以,当 X X 1时, Q(SC, X ) \ K( X, C, A
2
) > A

2
.

( 2) 当 X = 1时, �D= 1 + (C- 1)
2

\ 1, D= C
2

\ 0,此时有

Q(SC, 1 ) = K( 1, C, A
2
) =

1
2
{ 1 + (C- 1)

2
+ | ( 2 - C)C | } A

2
=

A
2
,当 0 [ C [ 2时;

( C - 1)
2

A
2
> A

2
, 当 C < 0或 C > 2时.

定理 2的结论表明: SAOR迭代的渐近收敛因子为 A
2
, 最优参数为 X = 1与 C I [ 0, 2]. 所以, 虽然

SAOR迭代的收敛域 D比文 [ 2]给出的区域 �D大,但仍如文 [ 2]所指出的,在 Jacob i阵 J的特征值均为实

数的情形下, SAOR迭代渐近地与 G auss-Se ide l迭代相当, 并不理想.
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