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[摘要 ] � 变点问题是统计学中一个较新的课题. 本文讨论了 p阶自回归模型中的变点检验问题, 对于自回归模

型在模型的白噪声序列的方差 � 2未知的条件下,分别利用最大似然估计方法和最小二乘法给出了变点的检验

统计量, 并得到统计量的渐近分布, 最后给出了证明.
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Abstrac t: Change-po int prob lem is a new top ic in the statistics. In th is paper, w e consider the change-point problem in

the p-o rder autoregressive tim e ser ies m ode .l When the var iance � 2 is unknown, w e use them ax inum likelihood m ethod

and the least squares estim a tion to g ive the test statistics and atta in the ir asym ptotic distributions for the change-po int.

W e g iv e the ir proofs at last.

K ey words: change-po int, au to regress ive models, them ax imum likelihood, the least squares me thod

� 收稿日期: 2009-06-13.

基金项目:国家自然科学基金 ( 10626028) .

通讯联系人:周秀轻,博士,副教授,研究方向:生存分析和回归分析. E-m ai:l zhoux iuq ing@ n jnu. edu. cn

� � 近年来,变点问题在理论和应用上都有快速的发展. 一般认为, 变点问题的研究始于 Page于 1954年

在 B iometrike上发表的一篇关于连续抽样检验的文章
[ 1]

. 我国统计学者在这一领域的研究始于上世纪 80

年代, 陈希孺教授和缪柏其教授分别利用 �局部法�研究了变点问题 [ 2]
, 随后其他许多学者也开始针对变

点问题进行研究.在理论上,变点问题的发展已经较为成熟, C s�rg�和 Horv�th 1997年的专著
[ 3]
就是对这

一领域近 20年来理论问题的总结.由于变点问题的应用涉及工业、经济、金融和气象等多个领域, 所以对

我们了解事物变化规律,制定相关对策有着重要的意义. 但是,正如文献 [ 4]中所言变点问题即使在最简

单的情况下也涉及到一些难以处理的关于非独立随机变量的分布问题, 所以这个问题的研究在理论上处

理难度很大, 非常具有挑战性.

变点主要有三种形式:突变点,渐进的变点和流行式变点. 处理变点问题的常用方法有:极大似然法,

最小二乘法,非参数法和 Bays法等.利用极大似然法和最小二乘法处理变点问题, 许多学者都对其做过研

究.如 H inkley在 1970年研究了变点的极大似然法的一些性质并考虑了相关的检验问题
[ 5]

. H awk ins在

1986年利用最小二乘法考虑了变点的检验和估计问题
[ 6]

. W orsley在 1986年利用最大似然法考虑了服从

指数分布的一列独立随机变量中的均值的变点检验问题, 并给出了置信区间
[ 7]

. 陈希孺在 1991年利用极

大似然法考虑了正态分布的均值变点问题和指数分布参数的变点问题
[ 8]

. Huang和 Chang在 1993年提出

了最小二乘统计量,并用此估计具有线性趋势模型中的变点
[ 9 ]

. Jaru�skov�在 1998年对定位模型利用最大

似然统计量和贝叶斯原则去检验其中的渐变点
[ 10]

. Hu�kov�在 1999年对定位模型中的变点问题做了更深

入的研究,提出了参数的最小二乘类型估计量并且讨论了模型中的渐变点的估计量的渐近性质
[ 11 ]
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和 Ramanayake在 2001年利用似然比检验统计量去检测一列独立指数随机变量中的变点问题, 并得到了

检验统计量的渐近性质
[ 12]

.

对于时间序列中的变点问题的研究也有很多重要意义, 已有不少学者研究过.如 Kokoszka和 Leipus

在 2000年利用 CUSUM统计量研究了 ARCH模型的参数变点问题, 并且讨论了相应的统计性质
[ 13]

. Lee

在 2003年利用 CUSUM统计量研究了时间序列模型参数的变点问题
[ 14]

. T immer和 Pignatiello在 2003年

研究了 AR ( 1)模型参数变点的检测方法,并将其用到实践中
[ 15]

. 王黎明在 2008年对 AR( 1)模型中白噪

声序列的方差 �
2
已知和未知情况下,利用极大似然法讨论了 AR ( 1)模型中的变点检验问题

[ 16]
.本文对具

有突变点的 AR( p )模型, 在模型的白噪声序列的方差 �
2
未知的条件下分别利用极大似然法和最小二乘

法得到了模型的变突点的检验统计量及其渐近分布.

1� 自回归模型中的变点检验问题

假设 X 1, X 2, �, X n为来自 AR( p ) 模型的一列随机序列:

X t = � 1X t- 1 + �2X t- 2 + � + �pX t- p + �t, t = p + 1, �, n, ( 1)

其中 {�t }是 i. i. d的随机变量序列,分布为 N ( 0, �
2

).

现在的检验问题如下:

H 0: X t = �1X t- 1 + �2X t- 2 + � + �pX t- p + �t, t = p + 1, �, n;

H 1:
X t = �1X t- 1 + �2X t- 2 + � + �pX t- p + �t, t = p + 1, �, k,

X t = �1X t- 1 + �2X t- 2 + � + �pX t- p + �t, t = k + 1, �, n ;
( 2)

并且满足至少存在某个 i ( i = 1, �, p )使得 �i � �i.其中原假设H 0表示没有变点,备择假设H 1表示 k为

变点 ( k为一未知正整数,且 p < k � n ).下面将分别利用极大似然法和最小二乘法求出变点 k的检验统计

量,并得到统计量的渐近分布.

1�1� 极大似然法
设在备择假设H 1和原假设H 0下的极大似然函数分别为 L0m ax

和 L1max
,令

�k =
L0max

L1max

, ( 3)

�k = - 2log�k, ( 4)

则可取变点 k的检验统计量为

� n = max
p< k� n
�k. ( 5)

显然当 � n足够大时应拒绝 H 0, 此时可得突变点 k的估计为

k̂ = arg { k; � n = max
p< k� n
�k }.

再令

An =

xp xp- 1 � x1

xp+ 1 xp � x2

�

xn- 1 xn- 2 � xn- p

, ( 6)

A k =

xp xp- 1 � x1

xp+ 1 xp � x2

�

xk- 1 xk- 2 � xk- p

,

以及

Bn =

xk xk- 1 � x1

xk+ 1 xk � x2

�
xn- 1 xn- 2 � xn- k

,
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其中 p < k � n. 关于 � n的渐近分布,我们有下述定理:

定理 1� 令 {X t; t = 1, 2�n} 为满足模型 ( 1) 的一时间序列, { �t }是 i. i. d的随机变量序列, 分布为

N ( 0, �
2

),当 A k和 Bn 列满秩时,在H 0下有

l im
n� �

P
�n - bn ( p + 1)

an ( p + 1)
� x = exp{ - 2e

-
x
2 }, ( 7)

其中 � n = m axp < k� n � k, bn ( d ) = (2 ln lnn + ( d /2) ln ln lnn - ln� (d /2) )
2

/ ( 2 ln lnn), an ( d ) = 2 lnlnn +

( d /2) ln ln lnn - ln� (d /2) / ( 2ln lnn ), � (� )是 G amm a函数.

证明 � 在给定 X 1 = x 1, X 2 = x2, �, X p = xp 时, 原假设 H 0下的似然函数为

L0 = fXp+ 1|X p, �, X 1
(xp+ 1 | xp, �, x 1 )fXp + 2|X p+ 1, �, X 1

( xp+ 2 | xp+ 1, �, x1 )�fX n| Xn- 1, �, X 1
(xn | xn- 1, �, x1 ) =

( 2��
2

)
-

n- p
2 exp -

1

2�
2 �

n

i= p+ 1
( xi - �1xi- 1 - �2xi- 2 - � - �p xi- p )

2
.

令
�L0

��j

= 0( j = 1, �, p ),可得

�
n

i= p+ 1

(x i - �1xi- 1 + � - �p x t- p ) ( xi- j ) = 0, j = 1, �, p,

即

�1 �
n

i= p+ 1

x i- 1x i- j + � + �p �
n

i= p+ 1

xi- p xi- j = �
n

i= p+ 1

xix i- j, j = 1, �, p. ( 8)

令

A jn =

xp � xp- j+ 2 xp+ 1 xp- j � x1

xp+ 1 � xp- j+ 3 xp+ 2 xp- j+ 1 � x2

�
xn- 1 � xn- j+ 1 xn xn- j- 1 � xn- p

,

则当 Ak列满秩时有 A n列满秩, 记 dn = | Dn |, Dn = A
T
nA n, d jn = | D j n |, D jn = A

T
jnA jn.由 ( 8)式可得 �j的极

大似然估计 �̂j n为

�̂jn =
d jn

dn

, j = 1, �, p.

再令
�L0

��2 = 0,可得 �
2
的极大似然估计 �̂

2
n 为

�̂
2
n =

1
n - p �

n

i= p+ 1

(x i - �̂1n xi- 1 - � - �̂pn x i- p )
2
.

在给定 X 1 = x1, X 2 = x2, �, Xp = xp 时,备择假设 H 1下的似然函数为

L1 = fX
p+ 1

|X
p
, �, X

1
( xp+ 1 | xp, �, x1 )�fX

k
|X

k- 1
, �, X

1
( xk | xk- 1, �, x1 ) �

fX k+ 1| Xk, �, X 1
( xk+ 1 | xk, �, x1 )�fX n |X n- 1, �, X 1

( xn | xn- 1, �, x 1 ) =

(2��
2

)
- n- p

2 exp -
1

2�
2 �

k

i= p+ 1
(x i - �1xi- 1 - � - �p xi- p )

2 �

exp -
1

2�
2 �

n

i= k+ 1

( xi - �1xi- 1 - � - �p xi- p )
2

.

令

A jk =

xp � xp- j+ 2 xp+ 1 xp- j � x1

xp+ 1 � xp- j+ 3 xp+ 2 xp- j+ 1 � x2

�

xk- 1 � xk- j+ 1 xk xk- j- 1 � xk- p

,

当 A k列满秩时,记 dk = | Dk |, D k = A
T
kA k; djk = | D jk |, D jk = A

T
jkA jk.令

�L1

��j

= 0,可得 �j的极大似然估计
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�̂j k为

�̂jk =
dj k

dk

, j = 1, �, p.

再令

Bj =

xk � xk- j+ 2 xk+ 1 xk- j � x1

xk+ 1 � xk- j+ 3 xk+ 2 xk- j+ 1 � x2

�

xn- 1 � xn- j+ 1 xn xn- j- 1 � xn- p

,

当 B n列满秩时,记 d = | D |, D = B
T
nB n; d j = | D j |, D j = B

T
j Bj.令

�L1

��j

= 0,可得 �j的极大似然估计 �j为

�̂j =
d j

d
, j = 1, �, p.

最后令
�L1

��2 = 0,则可得 �
2
的极大似然估计 �̂

2
k为

�̂
2
k =

1

n - p �
k

i= p+ 1

(x i - �̂1k xi- 1 - � - �̂pk xi- p )
2

+ �
n

i= k+ 1

( xi - �̂1xi- 1 - � - �̂p xi- p )
2

.

由以上讨论可得在原假设H 0和备择假设H 1下的极大似然比函数为

�k =
L0

m ax

L1m ax

=
�̂

2
k

�̂
2
n

( n- p ) /2

, ( 9)

则有

�n = m ax
p < k� n
�k = m ax

p < k� n
( n - p ) ( log�̂

2
n - log�̂

2
k ). (10)

由上式利用 [ 17]中定理 2�2得

lim
n� �

P
�n - bn (p + 1)

an (p + 1)
� x = exp - 2e

-
x
2 .

定理 1得证.

1�2� 最小二乘法
令 � = � 1, � 2, �, �p

T
, 设在H 0下自回归参数 �的最小二乘估计为

�̂ = �̂1, �̂2, �, �̂p

T
.

现考虑统计量

�̂t = X t - �̂1X t- 1 - �̂2X t- 2 - � - �̂pX t- p, t = p + 1, �, n. (11)

再令

yn ( k ) = �
k

t= p+ 1
�̂t, p < k � n ,

则可构造变点 k的检验统计量为:

Yn = m ax
p < k� n

| yn ( k ) |. (12)

显然当 � n足够大时应拒绝 H 0, 此时可得突变点 k的估计为

k̂ = arg{ k; Yn = m ax
p < k� n

| yn ( k ) | }.

关于 Yn的渐近分布,我们有下述定理:

定理 2� 令 {X t; t = 1, 2, �, n }为满足模型 (1)的一时间序列, {�t }是 i. i. d的随机变量序列,分布为

N ( 0, �
2

),自回归参数 �的最小二乘估计为 �̂,则在H 0下有

1

n
1/2
�

Yn �
d

sup
0� t� 1

| B t |, (13)

其中 Yn = m ax
p < k� n

| yn ( k ) |, B t为标准 B rown运动,这里 � �
d

�表示依分布收敛.

证明 � 由最小二乘法可知 �̂ = (A
T
nAn )

- 1
A

T
nZn,其中 A n的定义见 ( 6) 式,
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Zn = xp+ 1, xp+ 2, �, xn

T
.

由 [ 18]中定理 2�1可知,在 D [ 0, 1]区间上有

1

n
1 /2
�

yn ( [ nt] ) �
w

{B t, 0 � t � 1}.

令 x = (x t, 0 � t � 1), y = (y t, 0 � t � 1) � D [ 0, 1] ,有

| sup
0� t� 1

xt - sup
0� t� 1

yt | � sup
0� t� 1

| xt - yt |.

故 f ( x ) = sup
0� t� 1

x t是 D [ 0, 1]上的右连续左极限存在的泛函, 所以可得

1

n
1 /2
�

max
p< k� n

| yn ( k ) |�
d

sup
0� t� 1

| B t |,

即

1

n
1/2
�

Yn �
d

sup
0� t� 1

| B t |.

定理 2得证.
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