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[摘要 ]  引入星体的混合平均的概念,给出了混合算术平均 调和平均的几何版本, 建立了关于星体的混合算

术平均 调和平均不等式. 设 K 1, ,, K n是 Rn中的星体,则
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等号成立当且仅当 K 1 = K 2 = , = K n.
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AM ixed Arithm etic-M ean-Harmonic-M ean Inequality for Star Bodies
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( School ofM athem atics and In form ation Technology, Nan jing X iaozhuang U n iversity, Nan jing 211171, Ch ina)

Abstrac t: In th is paper, we in troduce them ixed m ean of star bodies and g ive the geom etr ic version of m ixed ar ithm e tic-

m ean-ha rmon ic-m ean inequa lity. Tha t is, ifK 1, ,, K n are star bodies in Rn, then
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w ith equa lity ho lds if and on ly ifK 1 =K 2 = , =K n.
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  算术几何平均不等式是一个重要的分析不等式,它在数学的众多分支中都有应用,因此人们在推广算

术几何平均不等式方面做了大量的工作 (见 [ 1-6] ) .

在文 [ 1]中, Ho lland提出如下猜想:

设 x1, ,, xn是一列非负实数,则
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x1 ,xi , ( 1)

等号成立当且仅当 x1 = x 2 = , = xn.

在文 [ 3]中, K ed laya给出了 (1)的肯定回答. 在文 [ 2]和文 [ 4]中, 作者们建立了 H o lland猜想的矩

阵版本. 本文, 我们引入星体的混合平均的概念,给出了 Ho lland猜想的一个类似结果, 建立了关于星体

的混合算术平均 调和平均不等式.

对星体 K, L, 我们用 K
~
+ L表示 K和 L的径向加, K

o
表示 K 的星对偶.本文主要结果如下:

定理 1 设 K 1, ,, Kn是 R
n
中的星体, 则
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等号成立当且仅当 K 1 = K 2 = , = K n.其中, E 表示径向加, K \ L表示 K B L.

1 基础知识

我们考虑欧几里德空间 R
n
, 其中 Bn与 S

n- 1
分别表示 R

n
中的单位球及单位球面.

设 K 是 R
n
中关于原点的星形集, 我们用 Q(K, # ) 表示 K的径向函数

[ 7, 8]
,

Q(K, u ) = max{ K\ 0: Ku I K }u I S
n- 1

. ( 3)

如果 Q(K, # )正的且连续,则称K是一星体. 我们用 <
n

o表示 R
n
中星体的集合. 两个星体K, L I <

n

o, 如果

比值 Q(K, u ) /Q(L, u ) 和 u I S
n- 1
无关, 则称 K和 L是相互膨胀的.

由径向函数的定义容易得到: 如果 K, L I <
n

o, 则对所有的 u I S
n- 1
有

K \ LZ Q(K, u ) \ Q(L, u ). ( 4)

R
n

中向量 x1, ,, xr的径向和定义如下:如果 x1, ,, xr共线, 则 x1
~
+ , ~

+ x r是通常的向量加法,否则为零向

量.

如果 K 1, ,, K r I <
n

o和 K1, ,, Kr I R, 则径向的 M inkow sk i线性组合定义
[ 7]
为:

K1K 1
~
+ , ~

+ KrK r = { K1x1
~
+ , ~

+ Krxr: xi I K i }.

容易证明: 对所有的 K, L I <
n

o和 K1, K2 \ 0,

Q(K1K 1
~
+ K2K 2, u ) = K1Q(K 1, u ) + K2Q(K 2, u ). ( 5)

令 i是 R
n
关于 S

n- 1
的逐步紧化:

i( x ): =
x

+ x+ 2, x I R
n
\ { 0}.

设 K I <
n

o, 则星体 K 的星对偶 K
o
定义为

[ 9, 10 ]

K
o

= cl(R
n

\ i(K ) ).

由星对偶的定义容易得到
[ 9]

,对任意 u I S
n- 1

,有

Q(K
o
, u ) =

1
Q(K, u )

. ( 6)

设 K = (K 1, ,, K n )表示 n个星体的集合, K= ( K1, K2, ,, Kn )是 n个正实数的集合, 且 K1 + K2 + , + Kn

= 1. 下面我们定义 K的加权算术平均为:

An (K; K) = K1K 1
~
+ , ~

+ KnK n, ( 7)

加权调和平均为:

H n (K; K) = (K1K
o

1
~
+ , ~

+ KnK
o

n )
o
. ( 8)

2 定理 1的证明

为了证明定理 1,我们需要如下的引理:

引理 1
[ 3]

 a ( i, j) = ( a1 ( i, j), a2 ( i, j), ,, an ( i, j) ), i, j = 1, 2, ,, n,其中

ak ( i, j) =
n - i

j - k

i - 1

k - 1
/

n - 1

j - 1
=

( n - i)! ( n - j)! ( i - 1)! ( j - 1)!
( n - 1)! ( k - 1)! ( n - i- j + k )! ( i - k)! ( j - k )!

满足如下性质:

( i) 对所有的 i, j, k有 ak ( i, j) \ 0;

( ii) 当 k > m in( i, j) 时, ak ( i, j) = 0;

( iii) 对所有的 i, j, k有 ak ( i, j) = ak ( j, i );

( iv) 对所有的 i, j有 E
n

k = 1

ak ( i, j ) = 1;

( v) E
n

i= 1
ak ( i, j) =

n /j k [ j,

0 k > j.
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引理 2 K = (K 1, ,, K n )表示 n个星体的集合, K= (K1, K2, ,, Kn )是 n个正实数的集合,且 K1 + K2

+ , + Kn = 1. 则

An (K; K) \H n (K; K), ( 9)

等号成立当且仅当 K 1 = K 2 = , = K n.

证明  对任意的 u I S
n- 1

, 由 (7)、(8)以及加权的算术 - 调和平均不等式
[ 11, 12]

可得

Q(A n (K; K), u ) = K1Q(K 1, u ) + K2Q(K 2, u ) + , + KnQ(K n, u ) \

1

K1Q(K
o

1, u ) + K2Q(K
o

2, u ) + , + KnQ(K
o

n, u )
= Q(H n (K; K), u ),

等号成立当且仅当 Q(K 1, u ) = Q(K 2, u ) = , = Q(K n, u )对所有的 u I S
n- 1
成立,即 K 1 = K 2 = , = K n.

结合 ( 4), 引理得证.

引理 3 设 K ij I <
n

o ( 1 [ i, j [ n ), 则
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证明  对任意的 u I S
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, 由 (6)和 M inkow ski不等式
[ 11, 12]

可得
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由 M inkow sk i不等式的等号成立条件可得, (10) 等号成立当且仅当 E
n

j= 1
Q(K 1j, u ), E

n

j= 1
Q(K 2j, u ), ,,

E
n

j= 1

Q(K nj, u )成比例, 即 E
n

j= 1

K 1j, E
n

j= 1

K 2j, ,, E
n

j= 1

K nj是相互扩张的.

结合 (4), 引理得证.

定理 1的证明  我们用A n ( i, j)和H n ( i, j)表示算术平均A n (K; K)和调和平均H n (K; K)中的 K=

a( i, j). 由引理 1的性质 ( i)和 ( iv)可知A n ( i, j)和H n ( i, j)是算术平均和调和平均. 由引理 1的应用性

质 ( ii)和性质 ( v)以及 ( 9),我们有
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同时对上式两边取调和平均 ( j = 1, ,, n )可得

1

n E
n

j= 1

K 1
~
+ K 2 , ~

+ K j

j

o o

\ 1
n E

n

j= 1

1
n E

n

i= 1

H n ( i, j)
o o

, (11)

而由 ( 10) 我们有
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由引理 1的性质 ( i ii)和性质 ( v)可得
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结合 ( 11), (12) 和 (13)可得
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从而由定理 6, 可得

V+-ess (f; I ) = V+ (�g; I) \ inf
gI +BV( I )
f= g a. e. xI I 

V+ ( g; I ), ( 2)

最后由 ( 1)和 ( 2),即得所证.
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(上接第 20页 )

由引理 2和引理 3的等号成立条件可得 (2)等号成立当且仅当 K 1 = K 2 = , = K n. 定理 1得证.

有关平均值理论的一些新成果可参考文献 [ 5, 6] ;有关几何不等式的新成果可参考文献 [ 13, 14] .

[参考文献 ]

[ 1]  H o lland F. On a m ixed arithm etic-m ean, g eom etr ic-m ean inequa lity [ J]. M a th Competitions, 1992( 5): 60-64.

[ 2]  H uY J, Zhang X P, Yang Z H. M ixed m ean inequa lities for severa l positive defin ite m atr ices[ J]. L inea rA lgebra App,l

2005, 395: 247-263.

[ 3]  Kedlaya K. P roof o f a m ixed ar ithm etic-m ean, geome tr ic-mean inequa lity[ J]. Am erM ath M on th ly, 1994, 101: 355-357.

[ 4]  M ond B, J. A m ixed ar ithm etic-m ean harmon ic-mean m atrix inequa lity[ J]. L inea rA lgebraApp,l 1996, 237 /238:

449-454.

[ 5]  孙燮华. 关于混合算术平均-几何平均不等式 [ J] . 中国计量学院学报, 2002, 13( 1): 26-28.

[ 6]  Yuan Jun, L iA ijun. Geome tr ic version o fm ixed m ean inequalities[ J]. T amkang J M ath, 2009, 40( 2) : 129-137.

[ 7]  Gardner R J. Geom etricTomog raphy[M ] . C ambr idge: C ambr idgeUn ive rsity P ress, 1995.

[ 8]  Schneider R. Convex Bod ies: The Brunn-M inkowsk iTheory [M ]. Cam br idge: Cambr idge University P ress, 1993.

[ 9]  M oszy�skaM. Quotient sta r bod ies, in tersection bodies and star duality[ J]. JM ath Ana lApp,l 1999, 232( 1): 45-60.

[ 10]  M oszy�skaM. Selected Topics in Convex Geom etry[M ] . Berlin: Spr ingerVe rlag, 2005.

[ 11]  Beckenbach E F, Bellm an R. Inequalities[M ]. Ber lin: Springer, 1961.

[ 12]  H ardy G H, L ittlewood J E, P lya G. Inequalities[M ]. 2nd ed. C amb ridge: C am bridgeUn ive rsity P ress, 1952.

[ 13]  袁俊. Lp 逆等周不等式 [ J]. 南京师大学报: 自然科学版, 2009, 32( 2): 22-24.

[ 14]  朱先阳, 冷岗松. 混合新几何体 # (-p, i )K 的不等式 [ J]. 数学学报, 2008, 51( 4): 787-794.

[责任编辑:丁  蓉 ]

)25)

朱建国, 等:基于 +-有界变差函数的性质研究


