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[摘要 ]  图的完美匹配的计数问题是匹配理论研究中的一个重要课题, 此问题与统计晶体物理中的 dimm er问

题有关. 一般图的完美匹配计数问题是 NP-难的. 本文给出了几类图的完美匹配数的显式表达式. 作为应用, 计

算出了一些图的 H am ilton圈的数目.
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Abstrac t: Enum eration of perfect m atchings o f graphs is an im portan t sub ject in the m atch ing theo ry. It is much re la ted

w ith statistica l physics o f cry sta l d imm er issue. But the enum era tion problem for perfect m atchings in general g raphs is

NP-hard. The explic it fo rmu lae for the number o f the pe rfectm atching in som e types o f g raphs a re deduced. A s an app l-i

ca tion, the number o fH am ilton cycles o f som e g raphs has been ca lculated.
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  本文所指的图均是有限无向标号图 (即顶点间是有区别的 ),未给出的定义见文献 [ 1].

图的完美匹配数作为一个很重要的拓扑指标, 已经在多个领域得到应用.例如,估计共振能量和 P)

电子能量,计算鲍林键级 ( pauling bond o rder)等
[ 2-4]

. 物理学家 Kasteleyn用匹配理论研究磁学伊辛 ( Ising)

模型时,首先提出用 Pfaffian法计算图的完美匹配个数
[ 5, 6]

. 目前,图的完美匹配计数已经引起了众多数学

家、物理学家和化学家的广泛关注
[ 7-9 ]

.遗憾的是, V aliant L在 1979年证明了, 一个图 (即使是偶图 )的完

美匹配计数是 NP-难问题. 因此,计算出一般图的完美匹配数是困难的,特别是要得到显式的计算公式更

加困难.所以,通常只有对具有特殊结构或形状的部分图,才可以给出其完美匹配数的显式计算表达式.目

前,已有一些文章对特殊图的完美匹配作了相关的研究
[ 10-15]

. 本文运用组合递推方法给出了几类特殊图

完美匹配数显式表达式的新结果.作为应用,计算出了一些图的 H am ilton圈的数目.

定义 1 若图 G的两个完美匹配M 1和M 2中有一条边不同,则称M 1和M 2是G的两个不同完美匹配.

定义 2 若图G的两个H am ilton圈 C1和 C2中有一条边不同,则称 C1和 C2是 G的两个不同 Ham ilton圈.

1 结果及其证明

引理
[ 14 ]  设两条长为 n的路为 P 1 = u0u1u2 ,un和 P2 = v0v1v2 ,vn.分别连结路 P 1和 P 2上的顶点 u i

和 v i ( i = 0, 1, 2, ,, n ), 所得到的图记为 Q 1@n,如图 1所示. f ( n )表示图 Q 1@n的所有不同的完美匹配数,其

中 n = 1, 2, 3, ,,则
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定理 1 设两条长为 n的路为 P1 = u0u1u2 ,un和 P2 = v0v1 v2 ,vn.分别连结路 P 1和 P 2上的顶点 u i

和 vi ( i = 0, 1, 2, ,, n),所得到的图记为 Q 1@n;连结图 Q 1 @n的顶点 u0和 un, v0和 vn所得到的图记为 D 1@n,

如图 2所示. g ( n )表示图 D 1 @n的所有不同的完美匹配数,其中 n = 1, 2, 3, ,,则

g ( n) =

(2 + 5) # 1 + 5
2

n- 2

+ (2 - 5)# 1 - 5
2

n- 2

, n S 0(mod 2);

(2 + 5) # 1 + 5
2

n- 2

+ (2 - 5)# 1 - 5
2

n- 2

+ 2, n S 1(m od 2).

证明  设图 D 1@n的完美匹配的集合为M, M i A M, i = 1, 2, 3,其中 u0un I M 1, u0u1 I M 2, u0v0 I M 3.

显然有 M i X < ( i = 1, 2, 3),且M i H M j = < ( iX j, 1 [ i, j [ 3), M = M 1 G M 2 G M 3.于是 g ( n ) = |M |

= | M 1 | + | M 2 |+ |M 3 |.

求  | M 1 |. 因为 u0un I M 1,所以 | M 1 |与图 D 1@n的子图 G 1 (如图 3所示 ) 的完美匹配数相等.

情形 1 v0vn I M 1

由引理知, M 1中图 D 1 @n的这类完美匹配数为 f ( n - 2). f ( n )的定义见引理.

情形 2 v0vn | M 1

211 n S 1(mod 2)

由图 3知,必有 v0v1, vn- 1vn I M 1,从而 u1u2, v2 v3, u3u4, ,, vn- 3vn- 2, un- 2un- 1 I M 1. M 1中的这类完美匹配

恰有 1个.

212 n S 0(mod 2)

由图 3知, 必有 v0v1, vn- 1vn I M 1, 从而 u1u2, v2v3, u3u4, ,, un- 3 n- 2, vn- 2vn- 1 I M 1. 故 M 1中出现两边

vn- 2vn- 1, vn- 1vn相邻.矛盾. 因此,若 n S 0(m od 2), 则 v0v1, vn- 1vn | M 1.

综上所述, | M 1 | =
f ( n - 2), n S 0(mod 2);

f ( n - 2) + 1, n S 1(m od 2),
其中 f ( n) 由引理所定义.

求  | M 2 |. 因为 u0u1 I M 2, 故 | M 2 |与图 D 1 @n的子图 G2 (如图 4所示 )的完美匹配数相等.
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情形 1 v0v1 I M 2

M 2中这类完美匹配数为 f ( n - 2).

情形 2 v0v1 | M 2

这类情形类似于求 | M 1 |的情形 2,当 n S 1(mod 2)时,恰有 M 2中 1个完美匹配;当 n S 0(mod 2)

时,不存在此类完美匹配. 所以 | M 2 | =
f ( n - 2), n S 0(mod 2);

f ( n - 2) + 1, n S 1(m od 2).

求  | M 3 |. 因为 u0v0 I M 3,所以易知 | M 3 | = f ( n - 1).

综上所述,

g ( n) = |M | = 2 | M 1 | + | M 3 | =
f ( n - 1) + 2f ( n - 2) + 2, n S 1(m od 2);

f ( n - 1) + 2f ( n - 2), n S 0(mod 2).

由引理得 g ( n) =

(2 + 5) # 1 + 5
2

n- 2

+ ( 2 - 5)# 1 - 5
2

n- 2

, n S 0(mod 2);

(2 + 5) # 1 + 5
2

n- 2

+ ( 2 - 5)# 1 - 5
2

n- 2

+ 2, n S 1(m od 2).

证毕.

定理 2 设两条长为 n的路为 P1 = u0u1u2 ,un和 P2 = v0v1 v2 ,vn.分别连结路 P 1和 P 2上的顶点 u i

和 vi ( i = 0, 1, 2, ,, n ),所得到的图记为 Q 1@n.连结图 Q 1 @n的顶点 v0和 un, u0和 vn所得到的图记为 S1 @n,如

图 5所示. h( n )表示图 S1 @n的所有不同的完美匹配数,其中 n = 1, 2, 3, ,,则

h ( n) =

(2 + 5) # 1 + 5

2

n- 2

+ (2 - 5)# 1 - 5

2

n- 2

, n S 1(mod 2);

(2 + 5) # 1 + 5

2

n- 2

+ (2 - 5)# 1 - 5

2

n- 2

+ 2, n S 0(m od 2).

定理 2的证明类似于定理 1.

定理 3 设两条长为 n的路为 P1 = u0u1u2 ,un和 P2 = v0v1 v2 ,vn.分别连结路 P 1和 P 2上的顶点 u i

和 vi ( i = 0, 1, 2, ,, n), uj和 vj+ 1以及 vj和 uj+ 1 ( j = 0, 1, 2, ,, n - 1),所得到的图记为 W 1@n,如图 6所示.

p ( n) 表示图 W1 @n的所有不同的完美匹配数, 其中 n = 1, 2, 3, ,,则

p ( n ) =
1

3
# ( - 1)

n+ 1
+

1

3
# 2

n+ 2
.

证明  设图 W1 @n的完美匹配的集合为M,M i A M, i = 1, 2, 3, 其中 u0v0 I M 1, u0v1 I M 2, u0u1 I M 3.

显然有 M i X < ( i = 1, 2, 3),且M i H M j = < ( iX j, 1 [ i, j [ 3),M = M 1 G M 2 G M 3.于是 p ( n ) = |M |

= | M 1 | + | M 2 | + |M 3 |. 由定理 1的证明方法和 p ( n)的定义易知, p ( 1) = 3, p ( 2) = 5, | M 1 | = p ( n -

1), | M 2 | = |M 3 | = p ( n - 2).因此,

p ( n) = p ( n - 1) + p ( n - 2), p ( 1) = 3, p (2) = 5. ( 1)

解线性递推式 (1),得 p ( n) =
1
3

# ( - 1)
n+ 1

+
1
3

# 2
n+ 2

.证毕.
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定理 4 设 C i = ui viw i是 m个长为 3的圈 (m S 0(mod 2), i = 1, 2, ,, m ), 分别连结顶点 uj和 uj+ 1,

vj和 vj+ 1, w j和 w j+1 ( j = 1, 2, ,, m - 1),所得图记为 Zm,如图 7所示.设 m = 2n, n = 1, 2, 3, ,. q (2n)表

示图 Zm的所有不同的完美匹配数,则

q( 2n) =
7 - 21

14
# 5 - 21

2

n

+
7 + 21

14
# 5 + 21

2

n

.

证明  设图 Zm的所有完美匹配的集合为M, M i A M, i = 1, 2, 3,其中 w1 v1 I M 1, w 1u1 I M 2, w 1w 2 I
M 3.显然有M i X < ( i = 1, 2, 3), 且M i H M j = < ( i X j, 1 [ i, j [ 3), M = M 1 G M 2 G M 3.于是 q (2n ) =

| M | = | M 1 | + |M 2 | + | M 3 |.

求  | M 1 |. 因为 w 1v1 I M 1, 所以必有 u1u2 I M 1.因此, | M 1 | 与图 8的完美匹配数相等.

情形 1 w2 v2 I M 1

因为 w 2v2 I M 1,所以由图 8和 q (2n) 的定义知,M 1中这类完美匹配的数目为 q ( 2n - 2).

情形 2 w2 v2 | M 1

因为 w2 v2 | M 1,所以由图 8知,必有 v2v3, w 2w 3, u3u4 I M 1. 因此, | M 1 |与图 9的完美匹配数相等.故

M 1中含边 w 4v4的这类完美匹配的数目为 q ( 2n - 4).

情形 3 w4 v4 | M 1

因为 w 4v4 | M 1,所以由图 9知, 必有 v4v5, w 4w 5, u5u6 I M 1. 因此, | M 1 |与图 10所示的图的完美匹配

数相等.

故 M 1中含边 w 6v6的这类完美匹配的数目为 q ( 2n - 6).

,

情形 n - 1 M 1中含边 w 2n- 2v2n- 2的这类完美匹配的数目为 q (2).

情形 n  M 1中不含边 w 2n- 2v2n-2的这类完美匹配恰有 1个.

)4)
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综上所述, | M 1 | = E
n- 1

i= 1
q ( 2i ) + 1.同理可得, | M 2 | = E

n- 1

i= 1
q (2i) + 1.

求  | M 3 |. 因为 w 1w 2 I M 3,所以, | M 3 |与图 11的完美匹配数相等.

由图 11知,若 u1u2, v1v2 I M 3,则 M 3中这类完美匹配的数目为 q( 2n - 2).

情形 1 u1u2, v1v2 | M 3

因为 u1u2, v1v2 | M 3,所以必有 u1v1 I M 3.若 u2v2 I M 3,则M 3中这类完美匹配的数目也为 q ( 2n - 2).

情形 2 u1v1 I M 3, u2v2 | M 3

因为 u2v2 | M 3,所以必有 u2u3, v2v3, w 3w 4 I M 3. M 3中这类完美匹配的数与图 12的完美匹配数相等.

若 u4v4 I M 3,则 M 3中这类完美匹配的数目也为 q ( 2n - 4).

情形 3 u4v4 | M 3

因为 u4v4 | M 3,所以必有 u4u5, v4v5, w 5w 6 I M 3. M 3中这类完美匹配的数与图 13的完美匹配数相等.

若 u6v6 I M 3,则 M 3中这类完美匹配的数目也为 q ( 2n - 6).

,如此下去, 易知 | M 3 | = q (2n - 2) + E
n-1

i= 1

q (2i) + 1.综上所述

q ( 2n ) = q (2n - 2) + 3E
n- 1

i= 1

q (2i) + 3. ( 2)

易知 q ( 2) = 4.于是由 ( 2)式就有 q (4) = 19. 这样有递推式

q (2n ) = 5q (2n - 2) - q (2n - 4), q ( 2) = 4, q (4) = 19. ( 3)

解线性递推式 (3),得 q (2n) =
7 - 21

14
# 5 - 21

2

n

+
7 + 21

14
# 5 + 21

2

n

.证毕.

定理 5 设 B i = (Vi, E i )是偶图, 其中 Vi = {x i1, xi2, xi3, yi1, yi2, y i3 }, E i = {x i1yi3, xi1y i2, x i2yi1, xi2yi2,

x i2yi3, xi3y i1, xi3yi2, xi3yi3 }, i = 1, 2, ,, n.分别连结顶点 yj1和 xj+ 1, 1 ( j = 1, 2, ,, n - 1), yn1和 x11,所得图记

为 Ln,如图 14所示. l ( n)表示图 Ln的所有不同的完美匹配数,则 l( n ) = 4
n
+ 2

n
.

证明  设图 Ln的所有完美匹配的集合为 M,M i A M, i = 1, 2, 3,其中 x11y13 I M 1, x11y12 I M 2, x 11yn1

I M 3.显然有M i X < ( i = 1, 2, 3),且M i H M j = < ( i X j, 1 [ i, j [ 3), M = M 1 G M 2 G M 3.于是 l ( n)

= | M | = |M 1 | + |M 2 | + |M 3 |. 易知 |M 1 | = |M 2 | = 2# 4
n- 1

, |M 3 | = 2
n

.故 l( n ) = |M | = |M 1 | + |M 2 |

+ |M 3 | = 4
n
+ 2

n
.证毕.
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推论  定理 5中图 Ln (图 14所示 )的不同 H am ilton圈共有 4
n
个.

证明  设图 Ln的完美匹配的集合为M, F = {y11x21, y21x31, ,, yn- 1, 1xn1, yn1x11 }.则F是图 Ln一个边割,

且M H F = <,或 F A M.从图 Ln的每个子图 B i = (Vi, E i )中选取边集 { yi3xi2, yi2xi3 }或 { yi3xi3, yi2x i2 } ( i =

1, 2, ,, n ),共有 2
n
种不同的选取方法.每种方法选出的这 2n条边与 F中所有边恰好构成图 Ln的 2

n
个不

同的完美匹配. 图 Ln中恰有这 2
n
个不同的完美匹配包含边割 F. 设图 Ln的包含 F的 2

n
个完美匹配的集合

为 M 1,令M 2 = M \M 1,则图 Ln的 H am ilton圈集合与 M 2是一一对应的,所以图 Ln的不同 H am ilton圈共有

4
n
个.证毕.
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