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[摘要 ] � 在较弱的条件下讨论了一类多目标向量规划问题 ( VP )的绝对最优解集、有效解集、弱有效解集 (Rab,

Rpa, Rwp )之间的关系,并在较弱的条件下对单目标向量规划问题 ( P)与多目标向量规划问题 ( VP)解的关系做进

一步讨论.
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Abstrac t: Som e Re la tions am ong abso lute ly optim a l so lutions, e ffective so lutions and w eak ly effective so lutions of m ul�

tiobjective vec to r prog ramm ing prob lem ( VP ) are respectiv ely obta ined under tw o types o f generalized convex cond ition.

And then, the relationsh ip of solutions wh ich key to simp le�ob jective vector programm ing prob lem ( P ) and mu ltiobjec�

tive vector prog ramm ing prob lem ( VP ) w as d iscussed.
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� � 多目标优化理论无论是在数学经济、工程,还是在管理科学、优化理论中都有着十分重要的地位,因此

多目标优化问题的研究受到国内外运筹学专家的高度重视. 目前, 对于多目标规划问题 ( VP)及其对应的

单目标规划问题 ( P)的研究越来越被大家重视
[ 1�5]

,特别, 对于多目标规划问题 ( VP)解的最优性条件和对

偶理论的研究及其各类解 (绝对最优解、有效解、弱有效解 )之间在一定条件下的关系的研究已成为研究

的重点之一.

本文在相关文献
[ 1�8 ]
基础上,在较弱的条件下讨论了一类多目标规划问题 ( VP)的绝对最优解集、有效

解集、弱有效解集 (Ra b, Rpa, Rwp )之间的关系; 并在较弱的条件下对单目标规划问题 ( P) 与多目标规划问

题 ( VP)解的关系做进一步讨论.

为了证明本文的主要结果,我们先给出下面的定义及引理:

定义 1
[ 1] � (常用符号 ) � 对于向量 �x = ( x1, x2, �, xn ), y = ( y1, y2, �, yn ), 规定:

( i) x = y� xi = y i, i = 1, 2, �, n;

( ii) x < y� xi < y i, i = 1, 2, �, n;
( iii) x � y� xi � yi, i = 1, 2, �, n;

( iv) x � y� xi � yi, i = 1, 2, �, n,但至少存在一个 1 � j � n, 使 xj < yj,即 x � y.

定义 2
[ 2]
� 设 x

*
� R,如果不存在 x � R, 使得

f (x) � f (x
*
) (或 f (x) < f (x

*
) ),

则称 x
*
� R是向量优化问题 (VP )的有效解 (或弱有效解 ).
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定义 3
[ 3] � 设集合 K � Rn

是凸集, 函数 f: K � R对于 � x, y � K, x � y, ��� [ 0, 1]满足

f (�x + ( 1 - �) y ) < m ax{ f (x), f ( y ) },

则称 f是K 上的严格拟凸函数.

定义 4� 设 X � Rn
为凸集, F (x ) = ( f 1 (x), �, fp (x) )

T
,如果 f i: X � R ( i = 1, �, p )是凸的 (严格

凸的、严格拟凸的 ),那么称 F为凸 (严格凸、严格拟凸 )向量函数,简称为凸 (严格凸、严格拟凸 )函数.

定义 5
[ 4, 5 ] � 设集合K � Rn

, 如果存在向量函数 �: R
n � Rn � Rn

,使得 � x, y � K, �� [ 0, 1], 有 y+

��(x, y ) � K, 则称集合 K是关于 �的不变凸集.

定义 6
[ 6, 7] � 设集合K � Rn

是关于 �: R
n � Rn � R

n
的不变凸集, 函数 f: K � R对于 � x, y � K, x �

y, � �� [ 0, 1] 如果满足 f ( y + ��(x, y ) ) < max{ f (x ), f ( y ) }, 则称 f是 K上的严格预不变拟凸函数.

定义 7� 设X � Rn
为不变凸集,定义 F (x ) = ( f1 (x ), �, fp (x ) )

T
, 如果 f i: X � R ( i = 1, �, p )是预

不变凸 (严格预不变凸 ) 函数,那么称 F为预不变凸 (严格预不变凸 ) 向量函数, 简称为预不变凸 (严格预

不变凸 ) 函数.

1� 主要结果

在这一部分里,我们主要讨论如下多目标规划问题 (VP):

(VP) m in
x� R

F (x ) = ( f1 (x ), �, fp (x) )
T
,

其可行集为

I = x � E
n g ( x) = ( g1 (x ), �, gm (x ) )

T � = 0

h( x ) = ( h1 (x ), �, h l (x ) )
T
= 0

,

其中向量函数

F: R
n � R

n
, g: R

n � R
m
, h: R

n � Rl
.

记 Rab, Rpa, Rwp分别为 (VP )的绝对最优解集、有效解集、弱有效解集.于是有如下引理:

引理 1
[ 2, 4] � Rab � Rpa � Rwp � I.

引理 2
[ 2, 4] � ( i) 若 Ra b � � ,则 Rab = Rpa,

( ii) 若 R为凸集, F (x )为 R上的严格凸向量函数,则 Rpa = Rwp.

下面我们将在更弱的广义凸性条件下讨论上述多目标规划问题 (VP )的绝对最优解集、有效解集、弱

有效解集 (Rab, Rpa, Rwp ) 之间的关系.

定理 1� 若 I为凸集, F ( x )为 I上的严格拟凸向量函数, 则 Rpa = Rwp.

证明 � 由引理 1有 Rpa � Rwp,于是只需证 Rpa � Rwp.

若不然,假定存在 x
* � Rwp,但 x

* � Rpa,则必存在 x � R且 x � x
*
,使得

F (x) � F (x
*
). ( 1)

因为 I是凸集,故对 �� � ( 0, 1),有 �x + ( 1 - �)x
* � I.因为 F (x)为 I上的严格拟凸向量函数,并

由 ( 1)式, 可得

F (�x + (1 - �)x
*
) < m ax{F (x ), F (x

*
) } = F (x

*
),

这与 x
* � Rwp 相矛盾.因此必有 Rpa � Rwp.证毕.

定理 2� ( i) 若 I为关于 �: R
n � Rn � Rn

的不变凸集, F (x )为 I上的严格预不变拟凸向量函数,则 Rpa

� Rwp.

( ii) 若 I为不变凸集, F ( x )为 I上的严格预不变拟凸向量函数,且 Rab � � ,则 Rab = Rpa = Rw p.

证明 � ( i) 若 Rwp � Rpb, 假定存在 x
* � Rwp 但 x

* � Rpa, 则必存在 x � I且 x � x
*
, 使得

F (x) � F (x
*
). ( 2)

因为 I为不变凸集,则存在 �: R
n � Rn � R

n
对 � �� ( 0, 1),有 x + ��(x

*
, x) � I.已知 F (x )为 I

上的严格预不变拟凸向量函数,则由 ( 2)式,可得F (x + ��(x
*
, x ) ) < m ax {F (x ), F (x

*
) } = F (x

*
),这

与 x
* � Rwp相矛盾.于是有 Rp b � Rwp.

( ii) 若 Rab � � ,由引理 1、引理 2及 ( i)的结果, 显然 Rab = Rpa = Rwp.证毕.

下记单目标规划问题 ( P)
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m in
x� R

fj (x ), j = 1, �, p,

其的最优解集为 R j, 则用反证法易知 Rab = � p

j= 1 R j (当 Ra b � 0时 ), 且有如下引理:

引理 3
[ 4] � 若 R j为 (P )的最优解集, R ab, Rpa, Rwp 分别为 (VP )的绝对最优解集、有效解集、弱有效解

集,则

R j � Rw p, Rpa � � p

j= 1 R j � Rwp.

下面将在较弱的条件下对规划问题 ( P)与 (VP )的解的关系做进一步讨论.

定理 3� 已知 R j为 ( P )的最优解集, R ab, Rpa, Rwp 分别为 (VP )的绝对最优解集、有效解集、弱有效解

集. 假设 I为关于 �: R
n � Rn � R

n
的不变凸集, F (x )为 I上的严格预不变拟凸向量函数, 则

Rpa � � p

j= 1 R j = Rwp = Rp a.

证明 � ( i) 先证 Rpa � � p

j= 1 R j � Rwp.若不然,假定 �x* � Rwp 但

x
* � Rpa � � p

j= 1 R j ,

即 x
* � Rpa且 x

* � R j,则存在 x � I且 x � x
*
,使得

F (x ) � F (x
*
) .

因为 I为关于 �: R
n � Rn � Rn

的不变凸集,所以存在 �: R
n � Rn � R

n
对 ��� ( 0, 1), 有

x
*

+ ��(x, x
*
) � I.

又因为 F ( x )为 I上的严格预不变拟凸向量函数,并注意上式得

F (x
*

+ ��(x, x
*
) ) < m ax{F (x ), F (x

*
) } = F (x

*
).

由 �� ( 0, 1)的任意性,可知

x
*

+ ��(x, x
*
) � U (x

*
).

上面两式显然与 x
* � Rwp 矛盾.所以 Rpa � � p

j= 1 R j � Rwp.

( ii) 由 ( i)有 Rpa � � p

j= 1 R j
� Rwp, 再由引理 3,可得

Rpa � � p

j= 1 R j = Rwp.

又由定理 4,有 Rp b = Rwp. 所以可得到 Rpa � � p

j= 1 R j = Rwp = Rpa.证毕.

由定理 3, 显然可以得到下面两个推论.

推论 1� 已知 R j为 ( P )的最优解集, R ab, Rpa, Rwp 分别为 (VP )的绝对最优解集、有效解集、弱有效解

集. 如果 I为关于 �: R
n � Rn � R

n
的不变凸集, F ( x )为 I上的严格拟凸向量函数, 那么

Rpa � � p

j= 1 R j = Rwp = Rp a.

推论 2
[ 4] � 已知 R j为 ( P)的最优解集, Rab, Rpa, Rwp分别为 (VP )的绝对最优解集、有效解集、弱有效

解集. 假设 I为凸集, F ( x ) 为 I上的严格凸向量函数, 则

Rpa � � p

j= 1 R j
= Rwp = Rpa.
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