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[摘要 ]  利用旋转数方法以及周期轨道方法确定了双频标准映射中最后一个不变环面破裂的频率为 ( 73+ 13

5) /( 309+ 55 5), 属于黄金分割频率族, 其在连分数展开下具有 [ 4, 4, 3, 3, 1, ,, 1, , ]的形式.该环面破裂的

临界摄动参数约为 014476.与单频标准映射相比,增加激发频率可以导致最后一个环面的临界摄动参数减小,使

得系统的全局不稳定性增加,一些轨道更容易扩散到相空间作用量较大的地方.
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Abstrac t: The last KAM to rus in the doub le- frequency standard m ap under perturbation is investig ated w ith the m ethods

o f rotation number and per iodic orb its. It has frequency ( 73 + 13 5) / ( 309 + 55 5 ), wh ich belongs to the Go lden

m ean g roup, and has the form of [ 4, 4, 3, 3, 1, ,, 1, , ] under continuation fac tion expansion. The critical perturbation

param eter is roughly 01 447 6 fo r th is to r.i A s com pared w ith the last KAM torus in the standard m ap, the add itional

exc itation frequency decreases the cr itica l perturba tion param eter, wh ich increases the instab ility of the system, thus

som e orbits can be eas ier to d iffuse away in the phase space.
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  保守系统是一类重要的动力系统,以相空间任一区域的相体积随时间演化不变为特征.哈密顿系统是

保守系统的典型代表.一般哈密顿系统通常是不可积的,因此不能得到一般解的分析表达式及其稳定性.

天体力学中的牛顿 N体系统就是不可积系统的重要范例
[ 1]
. 但自然界有很多哈密顿系统为近可积的,如

描述太阳系大行星运动的系统,由于行星之间的摄动比较小, 忽略行星之间相互摄动就是可积的二体运

动. KAM定理证明了,对于满足一定可微条件的非退化可积哈密顿系统,在充分小扰动下存在充分多的不

变环面.不变环面上的轨道是拟周期的,因此是有界的. 对于两个自由度的哈密顿系统,二维不变环面的存

在可以保证环面内的轨道不扩散到环面外,从而保证环面内轨道的稳定性.

当摄动参数足够大时,系统多数不变环面已经破裂,相空间轨道充分混沌, 处于混沌区的一些轨道可

以扩散到相空间很远的区域.对于二维映射,轨道的全局扩散只有在全局不变环面破裂后才有可能发生,

因此确定最后一个不变环面存在的最大摄动参数对实际系统的稳定性有重要的意义.尽管 KAM定理给

出的环面破裂的临界参数充分小,在实际的物理系统中,不变环面存在的最大摄动参数往往会比较大.一

个典型的模型是标准映射,它描述了周期激励下旋转子的运动:

yn+ 1 = yn + K sinxn,

xn+ 1 = xn + yn+ 1. (mod 2P)
( 1)
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最难破裂的环面具有黄金分割数 5 - 1
2
的频率, 其破裂的临界摄动参数可以达到 K =

01971 635 4, [ 2]
. 摄动参数充分大时,系统几乎全是混沌轨道,研究其中的轨道扩散一直是哈密顿动力系

统的经典课题.例如: 文献 [ 3]研究了具有多个激发频率项的标准映射

yn+ 1 = yn + K E
n

j= 1

sin jxn,

xn+ 1 = xn + yn+1. (m od 2P).

( 2)

并得到 K S熵随摄动参数变化的分析表达式.文献 [ 4] 研究了三自由度哈密顿系统中轨道扩散规律.

研究保守系统最后一个环面的破裂及其临界参数, 大致有 2个方向.一是研究高维映射,例如文献 [ 5,

6]研究了 2个标准映射耦合得到的四维标准映射,探讨了其中最后 1个不变环面破裂的临界参数以及临

界标度率.然而, 由于高维映射不变环面频率组的有理数逼近牵涉到数论中一些未解决的难题, 该方向近

年来研究进展不大.另一个方向是将标准映射推广到更实际的二维映射. 标准映射只有一个频率的激发

项.一般物理系统会具有更多的频率项,例如文献 [ 7] 在研究彗星运动时, 得到的保面积映射模型就具有

多个频率项.本文以 1个具有 2个频率项的二维映射为例,利用两种方法:旋转数方法和周期轨道方法研究

其最后 1个不变环面的破裂情况.

1 模型与方法

本文采用以下形式的双频标准映射,

yn+ 1 = yn + K ( sinxn + sin2xn ),

xn+ 1 = xn + yn+ 1. (mod 2P).
( 3)

其中 yn, xn分别为作用量和角变量, K 为摄动参数.

旋转数方法就是通过旋转数的计算来确定一条轨道所在环面 (或者环面破裂后的不变集 )的频率.一

条轨道的旋转数定义为:

R = lim
ny ]

xn - x 0

2Pn
. ( 4)

对 1组尚未破裂的不变环面而言,其频率随 yn的增加单调增加. 对周期轨道附近的不变岛屿,其频率

随 yn的增加为有理数平台.

最后破裂的环面具有的频率一般是远离有理数的、满足 D iophan tine条件的无理数. 一个无理数离有

理数的远近可以用无理数的有理逼近来描述, 其中最佳逼近方法是连分数展开方法.对于 [ 0, 1]中任意一

个无理数 X,通过如下定义得到一组整数序列 ai:

a i = [ 1 /Xi ], Xi+ 1 =
1

Xi

- a i, i = 1, 2, ,, X1 = X, ( 5)

其中方括号代表取不大于该实数的整数部分. 于是 X在连分数展开可以表示成:

X =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + ,

, ( 6)

或者简记成 X = [ a1, a2, a3, , ]. 我们把展开式截断到 an得到的有理数
pn

qn
称为 X的 n次有理逼近:

pn

qn
= [ a1, a2, a3, ,, an ], ( 7)

展开式中 a i ( i = 1, ,, n )较小的无理数 X离有理数较远.几何上看,以 X为频率的不变环面附近在每

一个层次上较大的岛屿就是以
pn

qn
为频率的周期轨道. 这些以

pn

qn
为频率的周期轨道是空间中以下作用量的

极值点
[ 8]

,

)40)

南京师大学报 (自然科学版 )                              第 33卷第 4期 ( 2010年 )



L = E
qn

i= 1

1

2
( xi+ 1 - xi )

2
- K cosx i +

1
2
cos2xi

. ( 8)

因此,这些周期轨道可以通过牛顿求根的方法求得
[ 9 ]

. 以 X为频率的不变环面临近破裂的时候,

Greene发现这些周期轨道有非常特殊的性质.设由 ( 3)定义的
pn

qn
周期岛屿的变分矩阵 A n =

5yqn

5yo
5yqn

5xo

5xqn

5yo
5xqn

5x0

的

迹为 T race(An ), G reene定义了
[ 2]

Rn =
2 - T raceAn

4
. ( 9)

并从数值上发现

lim
ny ]

Rn

= 0, K < K c

= 0125,, K = K c

= ] , K > K c

(10)

由此可以准确确定标准映射以
5 - 1
2
为频率的最后一个环面破裂的临界摄动参数为 01971 635 4,.

2 结果

首先从相图大致确定映射 ( 3) 最后一个不变环面的位置及其频率. 图 1和图 2分别给出了 K =

01423 0与 K = 01447 6的相图.可见最后一个环面破裂的临界摄动参数 K c U 01447 6.图 3给出了 K =

01447 6和K = 01447 600 5参数下最后一个环面附近的旋转数图.当 K = 014476时, 由旋转数图可看出在

旋转数范围 [ 01236 279 3, 01236 279 6]仍然有几个单调上升区间,而当参数略微增加到 K = 01447 600 5

时,可看出只有最后一个环面存在 (迭代到 10
10
次 ),其频率大约为

01236 279 4 < C< 01236 279 5 (11)

并且破裂的临界参数值

K c U 01447 6. (12)

采用 G reene的周期轨道方法.用连分数展开方法, 双频标准映射 ( 3)最后一个破裂的环面的旋转数

( 11) 可表示为:

C= [ 4, 4, 3, 3, 1, 1, 1, 1, , ]. (13)

从 ( 11)的表达式中的范围,我们只能确定上述连分数展开的前 8位.不过从离开有理数最远的角度,

猜测该环面的频率应该是其余数字均为 1,该无理数于是应该为:

)41)
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C=
1

4 +
1

4 +
1

3 +
1

3 +
5 - 1

2

=
73 + 13 5

309 + 55 5
.

(14)

也属于黄金分割频率族.

趋近此频率的由连分数给出的周期轨道

pn

qn
, n = 1, 2, 3, , ,则有:

1

4
,

4

17
,
13

55
,

43

182
,

56

237
, , (15)

对于这些周期轨道, 当 n = 4, 5, 6, 7, 8, 9时,

给出的 Rn的结果见图 4.

可见, 与单频标准映射相比, 双频标准映射

( 3)在K < K c但比较接近K c时, Rn会在一个有限

值区间内振荡,而

)42)
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lim
ny ]

Rn

= 0132 ~ 0137,, k = k c

= ] , k > kc

(16)

对于多数的周期轨道仍然成立. 由此也进一步得到了映射 ( 3) 最后一个环面破裂的临界值与通过旋

转数方法确定的值 (12)在我们所能分辨的误差范围内是一致的.

3 结论与讨论

本文利用旋转数方法以及周期轨道方法确定了双频标准映射 ( 3)中最后一个不变环面破裂的临界摄

动参数约为 01447 6.与单频标准映射的临界参数 01971 635 4相比, 临界值减低了. 这个结果可以这样理

解, 如果双频标准映射 ( 3)中只有 sin2xn项,没有 sinxn项,将此映射的表达式两边均乘以 2,通过坐标变换

2xn = xcn, 2yn = ycn,可以得到摄动参数为 2K 的标准映射 (1). 于是该系统最后一个破裂的环面具有黄金

分割数的旋转数,临界参数 K c为 01971 635 4的一半,即为 01485 817 7. 因此,双频标准映射 ( 3)的最后一

个环面不仅频率变了,其临界摄动参数也变小了.这可能是由于双频标准映射 (3)中 2个谐频项相互作用

的结果.这也可能是引起真实系统中临界参数比较小的原因.

双频标准映射 (3)另一个与单频标准映射 (1) 不同的地方是, 双频标准映射最后一个破裂的不变环

面其附近周期轨道的 Rn在摄动参数趋向 K c时表现更为复杂,呈现一些振荡现象.其原因可能是在数值上

寻找在环面附近周期轨道时,不易区分具有相同最佳逼近频率的不同周期轨道. 这一现象是否是本质的困

难还有待于今后工作的进一步研究.
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