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[摘要 ]  讨论了一维量子 XX-ZZ模型的量子相变类型, 数值研究了协作参量、保真度在相变点附近的行为和

李-杨零点的分布情况. 发现系统同时存在一级和二级相变, 对应的保真度行为和李杨零点分布有所区别, 但协

作参量只能标识二级相变,不能显示一级相变.
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Abstrac t: The quantum phase transitions o f one-d im ensiona lXX-ZZ m ode l are d iscussed. The behav iors o f concurrence,

fidelity near the critical po ints and the distribution o f Lee-Yang zero s are stud ied num er ica lly. It is found that the

behav iors o f fide lity and Lee-Yang zero s can d istingu ish the first order and second order phase transitions. But the con-

currence can only character ize the second o rder phase trans ition o f th is m ode .l
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  过渡族金属氧化物 d壳层的轨道简并是这些材料中出现引人注目的现象的根本原因, 例如铁电性和

巨磁阻等都是非常著名的例子.为了能够更深入地了解现有的这些模型的结构, 我们可以用赝自旋来描述

那些分立的自由度,例如用自旋为 1 /2的赝自旋算符来表示轨道自由度
[ 1, 2]

.其中一个典型的例子就是指

南针模型 ( compass model).最近, B rzezick i等人
[ 3]
讨论了一维的量子 compass模型,得到了一些解析的结

果.而 Er iksson等人为了更深入地了解该模型的相变行为, 推广得到了量子 XX-ZZ模型
[ 4]
, 并且发现,一

维的 compass模型的临界点实质上是一个复合的相变点, 既有一级相变, 也有二级相变.但是上述工作的

基本研究方法都是将该模型通过轨道变换映射到横场中的 Ising模型,并且需要对基态进行讨论.

与此同时,量子信息、量子通讯和量子光学中的一些方法和概念,如量子纠缠
[ 5-10]
和保真度

[ 11-13]
等,近

年来被广泛应用到对量子相变的讨论中. 人们发现,在相变点附近,这些物理量通常也会表现出相应的奇

异行为.另外, 1952年李政道和杨振宁提出了配分函数零点相变理论
[ 14, 15]

, 把外场或逸度看成复变量,研

究配分函数零点在复平面中的分布, 从而给研究临界现象提供了一种非常重要而有效的方法.我们正尝试

着将此种方法应用于量子相变中. 而量子 XX-ZZ模型的复杂相变行为, 正好为我们提供了验证上述结论

和方法的极佳的例子.

在本文中,我们将采用更为直接和更容易推广的方法来研究一维的 XX-ZZ模型, 就是把该模型映射

到周期为二的 XY模型.并且通过计算协作参量、保真度和李 杨零点来研究其相变行为.

1 模型和公式

一维 XX-ZZ模型哈密顿量的一般形式是
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这里 AW 2i- 1, 2i = A 2i, 2i- 1 = J1 + J 2, A 2i, 2i+1 = A 2i+ 1, 2i = 1, B2i- 1, 2i = - B 2i, 2i- 1 = J 1 - J2, B2i, 2i+ 1 = - B 2i+ 1, 2i =
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其激发谱

+k1
= 2 1 + J

2
2 + 2J2 cos2k,

+k2
= 2 | J1 |. ( 6)

若第一激发态和基态之间的能隙 $ = 2m in{ +k } = 0,模型就有相变存在.

2 结果与讨论

模型的基态能量
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能够产生相变的有两种情况: ( a) +k1
= 0, 对应 J2 = 1和 k = ? P

2
;或者 J 2 = - 1和 k = 0, P; ( b) +k2

= 0,

对应 J1 = 0.不过需要指出的是,不同条件对应的相变情况是不同的.不难发现,如果满足条件 ( b),系统的

基态是高度简并的,简并度为 2
N /2

.

为了深入讨论相变的具体类型, 我们可以计算基态平均能量 e0 = E 0 /N 的导数:
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显然,在 J1 = 0这一点, 基态能量的一阶导数是不连续

的,对应着一级相变; 而在 J2 = 1这一点, 基态能量的二阶

导数是发散的,对应着二级相变. 特别的, 点 (J 1, J 2 ) = ( 0,

1) 是一个复合相变点.图 1就是该模型的相图,两条临界线

把 J1 - J2平面分成了 4个区域,通过 J 1 = 0这条线时,系统

经历一级相变;通过 J 2 = 1这条线时,系统经历二级相变.下

面,我们将沿着 3条路径,对系统的相变进行深入地讨论, 它

们分别是: ( a) J2 = 2(1 - J 1 ), ( b)J 2 = 1 - J1, ( c)J 2 =

1 /2( 1 - J1 ). 3条路径的起点都是 (J 1, J2 ) = ( 1, 0).
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211 协作参量

协作参量通常描述在自旋链中任意一对自旋 m和 n之间的纠缠,其定义为

Cmn = max{ 0, K1 - K2 - K3 - K4 }, ( 9)

K1 \ K2 \ K3 \ K4是算符
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y ª R

y
) Q

*
mn (R

y ª R
y

), (10)

本征值的平方根. Qmn是自旋 m和 n的约化密度矩阵,

Qmn =
1

4 E
3

A, B= 0

pABR
A
m ª R

B
n, (11)

其中,关联函数

pAB = 3RAm R
B
n 4. (12)

R
1, 2, 3
分别对应泡利矩阵 R

x, y, z
, R

0
是 2 @ 2的单位矩阵. 协作参量的取值在 0到 1之间, Cmn = 0对应无纠缠

的状态, Cmn = 1则对应完全纠缠的态.

图 2和图 3分别给出了协作参量及其一阶导数随参数 J1的变化曲线. 描述两自旋纠缠性质的协作参

量并没有标识出在 J1 = 0点处的一级相变.即使在复合相变点 (J1, J2 ) = ( 0, 1),协作参量依旧是连续的,

仅仅是其导数有随N发散的趋势,也就是说它只是反映了该点处有二级相变的产生.

212 保真度
基态保真度定义为

F ( K, D) = | 37 0 ( K) | 7 0 (K+ D) 4 |, (13)

这里, K表示系统的某个参数, D是参数的差别.
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图 4是该模型的基态保真度的数值结果. 在图上我们可以清楚地看到, 在 J1 = 0这点,基态保真度急

剧下降到 0,这正是一级相变的一个典型特征
[ 13]

. 而相形之下, 对应二级相变点处, 保真度的变化就小

得多.

213 李 - 杨零点

从上面的种种结果,我们可以看到一维 XX-ZZ模型的相变行为非常丰富, 是目前所知少数几个既有

二级相变,又有一级相变的模型之一.下面我们将尝试研究该模型对应的李 - 杨零点的分布情况.

取变量 z = e
- BE

,则配分函数 ZN (B) = T rexp( - BH )可以写成 z的幂级数

ZN ( z ) = E
M

n= 0

g ( n ) z
n

= JF
M

n = 1
1 -

z

zn

, (14)

这里, J是一个常数,而显然 zn就是配分函数的M个零

点.由于所有的 g ( n )都是正的,因此零点一般都在复

平面内.所谓李 - 杨零点亦即配分函数在参数复平面

内的零点分布.

在零温条件下,如果以 J2 = a + ib为复参数,则满

足 ZN = 0的解只有 a
2

+ b
2

= 1,也就是一个单位圆,其

与实轴的交点即对应着相变点,如果限制 J2 \ 0,那么

J 2c = 1.倘若以 J1为复参数, 并且取 J2 = k( 1- J1 ),则

对应的李 - 杨零点分布为以 (1, 0) 点为圆心, 1 /k为

半径的一组同心圆.图 5即为李 - 杨零点在 J 1的复平

面内的分布,其与实轴的交点清楚地表明了临界点的

位置. 需要再次说明的是, 图中的原点始终都是一个

零点. 虽然, 我们不能由李 - 杨理论,根据零点分布趋

势与实轴的交点来判断相变的类型, 但至少, 在这个

模型中,一级相变和二级相变所对应的零点分布还是

有很大的不同.

3 结语

我们通过把一维的 XX-ZZ模型映射成为周期为二的 XY模型,讨论了其相变行为.该模型在一定的参

数条件下会出现一级或者二级相变, 其中 ( J1, J 2 ) = (0, 1) 这个点是一个复合相变点.另外, 基态保真度

和李 - 杨零点的分布情况和系统的相变类型和位置都对应得很好.但是, 在这个模型中,协作参量只能标

识二级相变,而不能显示一级相变.

致谢:感谢童培庆教授对本文的悉心指导.
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