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和算术平均亚式期权价格的上界.
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  亚式期权是根据合约期 (0, T )内股票价格的平均值 JT的高低来决定是否执行期权的合约,这里所谓

的平均值有两种含义: 算术平均和几何平均.平均值 J t被称为路径变量,它表示从起始时刻到 t时刻的平

均值, J t =
1

t Q
t

0
SSdS (算术平均 )或 J t = e

1
t Qt0lnS SdS (几何平均 ).在 T时刻收益函数 VT = ( JT - K )

+
,由鞅方

法可得在 t时刻亚式看涨期权价格 C (K, t) = E
Q
[ Vt Ft ] .

传统的 B-S模型对 ( S t ) t\0要求苛刻,随后人们对其假设条件作不断的改进, 例如文 [ 1-4] . 以下重点

讨论两种推广情形下亚式看涨期权的定价, 而看跌期权可通过期权平价公式得到.

1 B-S模型的推广

一般地,证券市场可以描述为一个带 R - 域流的概率空间 ( 8, F, (Ft ) t\0, P ),其中 {Ft, 0 [ t [ T }为

标准布朗运动 {B t, 0 [ t [ T }产生的自然 R - 域流.

1. 1 推广一
假设市场无套利、无摩擦且完备;在期权有效期内金融资产有连续红利支付,股票平均回报率 Lt、红利

率 qt、波动率 Rt、无风险利率 rt均为时间 t的确定性函数且可积; 市场中只含债券和股票两种资产,价格过

程分别如下

dS
0
t = r tS

0
t dt,  ( S

0
0 = 1) ( 1)

dS t = ( Lt - qt )S t dt + R tS tdB t. ( 2)

命题 1 若市场无套利且完备,则存在惟一的与 P等价的测度 Q, 使得支付红利的股票的贴现价格

)6)
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( S t ) t\ 0在 Q下是鞅, 其中S t = S t eQ
t

0
qsds,称这样的测度 Q为风险中性概率测度.

证明  由S t = e
-Qt0rsdsS t,得S t = e

- Qt0( rs- qs) dsS t, 由 (2)式及 Itô公式,有:

d S t = d e
- Qt0( rs-qs) dsS t = eQ

t

0
( rs- qs) ds dS t - ( r t - qt ) eQ

t

0
( rs- qs) dsS t dt =

eQ
t

0
( rs-qs) ds [ ( Lt - qt )S t dt+ R tS t dB t - ( r t - qt ) S t dt] =

eQ
t

0
( rs-q s) ds [ (Lt - rt ) S tdt+ R tS t dB t ] = eQ

t

0
( rs- qs) ds RtS tdW t = S tR tdW t,

其中 W t = B t + Q
t

0
Hs ds,此处 Ht =

Lt - rt

Rt
.

令 e
Y t = exp - Q

t

0
Hs dB s -

1

2 Q
t

0
H
2
s ds ,定义测度Q,使得

dQ t

dP t

= exp - Q
t

0
Hs dB s -

1

2 Q
t

0
H
2
s ds , 由 G irsanov

定理知, Q是 ( 8, F, (Ft ) t\0 )空间上与P等价的一个概率测度, 而 (W t ) t\ 0是 (8, F, ( Ft ) t\0, Q )上的一个

标准布朗运动,由鞅表示定理可知, (S t ) t\0在 Q下是鞅.

下面在概率空间 (8, F, ( Ft ) t\0, Q ) 上考虑期权的定价问题. 此时, ( 2)式变成

dS t = (Lt - qt ) S tdt+ RtS t ( dW t - Ht dt) = ( Lt - qt - (Lt - rt ) ) S t dt + RtS tdW t =

( rt - qt ) S tdt+ R tS t dW t. ( 3)

由于算术平均亚式期权定价中,股票平均价格 JT的分布不再服从对数正态分布,要求其分布很困难,

不少学者通过特定的方法推得了一些结论,例如文 [ 5-7]. 以下考察几何平均 JT = e
1
T QT

0
lnS tdt下 lnJT关于 Ft

的条件分布.

引理 1 A t =
1

T Q
T

t
Rs (T - s) dW s ~ N ( 0, Rt

2
),其中, R t

2
=

1

T
2 Q

T

t
(T - s )

2
R

2
s ds.

证明  设 t = S0 < S1 < , < S j < , < Sm = Si, t = S0 < S1 < , < Si < , < Sn = T,

根据随机积分的定义,记

A
m, n

t =
1

T E
n- 1

i= 0
E
m- 1

j= 0
RSj (WSj+ 1

- WS j
) (Si+ 1 - Si ),

A t =
1
T Q

T

t Q
S

t
Rs dW s dS =

1
T Q

T

t
Rs (T - s) dW s.

由于 A
m, n

t 为一列正态随机变量, 且均方收敛到 A t,所以 A
m, n

t 依概率收敛到 A t,而 A t为正态随机变量.

于是可得 A t的均值和方差:

E
Q
[A t ] =

1

T Q
T

t
E
Q Q

S

t
Rs dW s dS =

1

T Q
T

t
0dS = 0,

Rt
2
= VarQ [A t ] =

1

T
2E

Q Q
T

t Q
S

t
Rs dW s dS

2

=
1

T
2E

Q Q
T

t Q
T

s
Rs dSdW s

2

=

1

T
2E

Q Q
T

t

Rs (T - s) dW s

2

=
1

T
2 Q

T

t
(T - s)

2
R

2
s ds. ( 4)

定理 1 lnJT ~ N ( lnS t + �Lt, R t

2
), 其中

�Lt =
1
T Q

T

t
rs - qs -

1
2
R

2
s (T - s) ds - Q

t

0
rs - qs -

1
2
R

2
s sds - Q

t

0
Rs sdW s .

证明  由于 d S t = R t S t dW t,再利用 Itô公式:

d ln S t =
1

S t
d S t +

- 1

2S t
2 ( Rt S t )

2
dt =

1

S t
R t S tdW t -

1

2
R

2
t dt = R t dW t -

1

2
R

2
t dt,

因此

lnS t = lnS0 -
1

2 Q
t

0
R

2
s ds + Q

t

0
Rs dW s,

lnS t = ln eQ
t

0
( rs-q s) ds S t = Q

t

0
( rs - qs ) ds + lnS t = lnS0 + Q

t

0
rs - qs -

1
2
R

2
s ds + Q

t

0
R s dW s,

)7)
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由此可得

lnJT =
1

T Q
T

0
lnSSdS =

1

T Q
t

0
lnSSdS + Q

T

t
lnSSdS .

当 0 < S < t时,由 ( 4)式有:

lnS t = lnS0 + Q
t

0
rs - qs -

1

2
R

2
s ds + Q

t

0
R s dW s = lnSS + Q

t

S
rs - qs -

1

2
R

2
s ds + Q

t

S
Rs dW s,

故

lnSS = lnS t - Q
t

S
rs - qs -

1
2
R

2
s ds - Q

t

S
Rs dW s,

Q
t

0
lnSSdS = Q

t

0
lnS t - Q

t

S
rs - qs -

1

2
R

2
s ds - Q

t

S
R s dW s dS = t lnS t - Q

t

0 Q
t

S
rs - qs -

1
2
R

2
s dsdS-

Q
t

0 Q
t

S
Rs dW s dS = t lnS t - Q

t

0
rs - qs -

1

2
R

2
s sds - Q

t

0
R ssdW s; ( 5)

当 t < S < T时,由 ( 4)式有

lnSS = lnS t + Q
S

t
rs - qs -

1
2
R

2
s ds + Q

S

t
Rs dW s,

因此

Q
T

t

lnSSdS = Q
T

t
lnS t + Q

S

t
rs - qs -

1
2
R

2
s ds + Q

S

t
Rs dW s dS =

(T - t) lnS t + Q
T

t Q
S

t
rs - qs -

1
2
R

2
s dsdS+ Q

T

t Q
S

t
Rs dW s dS =

(T - t) lnS t + Q
T

t
rs - qs -

1
2
R

2

s (T - s) ds + Q
T

t
R s (T - s) dW s, ( 6)

由 ( 5)式和 ( 6) 式,

lnJT =
1

T Q
t

0
lnSSdS+ Q

T

t
lnSSdS =

1

T
t lnS t - Q

t

0
rs - qs -

1
2
R

2
s sds - Q

t

0
Rs sdW s +

(T - t) lnS t + Q
T

t
rs - qs -

1
2
R

2
s (T - s) ds + Q

T

t
R s (T - s) dW s =

lnS t +
1
T Q

T

t
rs - qs -

1

2
R

2
s (T - s) ds - Q

t

0
rs - qs -

1

2
R

2
s sds -

Q
t

0
Rs sdW s +

1

T Q
T

t
Rs (T - s) dW s = lnS t + �Lt + A t.

显然,由于 rs、qs、Rs均为关于时间的确定性函数, 故 Q
T

t
rs - qs -

1

2
R

2
s (T - s) ds, Q

t

0
rs - qs -

1

2
R

2
s sds,

Q
t

0
R sdW s均关于 Ft可测,故 �Lt关于 Ft可测, 而由布朗运动的独立增量性以及随机积分的性质可知: A t关于

Ft独立.

1. 2 推广二

一般地,股票价格波动率是变化的,近期, T akaoka鉴于此对 B-S模型进行了推广, 设风险资产价格 S t

满足:

S t = S0 e
rt Q

]

0
exp R (W t + C t) -

R
2

2
t K( dR ), P t\ 0, ( 7)

其中

( 1) W 为流概率空间 (8, F, ( Ft ) t\ 0, P ) 上的布朗运动, (Ft ) t\0是由 W 生成的;

( 2) K是 (R+ + , B (R+ + ) ) 上给定的测度, 满足: K(R+ + ) = 1, Q
]

0
RK( dR ) < ] ;

( 3) r, C 为常数.

从模型中可以看出随机过程 S为几何布朗运动的加权平均, 条件 Q
]

0
RK( dR ) < ] 保证了随机 Fubin i

)8)
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定理的应用.

引理 2 存在惟一的等价鞅测度 Q,
dQ

dP
Ft = exp - CW t -

C
2

2
t , 在此测度下 W

Q

t = W t + C t为 Q -

标准布朗运动, 股票折现值 S t = S t e
- rt
为 Q - 鞅, 且

d S t

S t

=
Q
]

0
R exp RW

Q

t -
1

2
R

2
t K( dR )

Q
]

0
exp RW

Q

t -
1

2
R

2
t K( dR )

.

从上式可以看出波动率为 Q
]

0
RKt ( dR ),其中

Kt ( dR ) =
exp RW

Q

t -
1

2
R

2
t K( dR)

Q
]

0
exp RW

Q

t -
1
2
R

2
t K( dR )

.

性质 1 对于 P 0 [ s < t [ T,

S t = S s e
r ( t- s ) Q

]

0
exp R (W

Q

t - W
Q

s ) -
1

2
R

2
( t- s) Ks ( dR),  a. s.

证明

S t = S0 e
r t Q

]

0
exp RB

Q

t -
R

2

2
t K( dR ) =

S sS0 e
rt Q

]

0
exp RB

Q

t -
R

2

2
t K(dR)

S s
=

S s e
r t Q

]

0
exp RB

Q

t -
R

2

2
t K( dR )

e
rs Q

]

0
exp RB

Q

s -
R

2

2
s K( dR )

=

S s e
r( t- s) Q

]

0
exp R(B

Q

t - B
Q

s ) -
1

2
R

2
( t- s) #

exp RB
Q

s -
1
2
R

2
s

Q
]

0
exp RB

Q

s -
1

2
R

2
s K( dR )

K( dR) =

S s e
r ( t- s) Q

]

0
exp R (B

Q

t - B
Q

s ) -
1
2
R

2
( t - s) Ks ( dR ).

2 推广模型下亚式看涨期权的定价公式

2. 1 推广一的定价公式
定理 2 敲定价格为 K 的几何平均亚式看涨期权的定价公式为:

C (K, t ) = e
-QTt ( rs- qs) ds [ S t e�Lt+

1
2
R t2N (d1 ) - KN ( d2 ) ] ,

其中 d1 = d2 + R t, d2 =
ln
S t

K
+ �Lt

�R t

, N (d ) = Q
d

- ]

1

2P
e
-
x2
2 dx, �Lt, Rt如上定义.

证明

C (K, t ) = e
-QTt ( rs- qs) dsEQ [ ( elnS t+�Lt+A t - K ) + | Ft ] = e

- QTt ( r s- qs) dsEQ
[ ( e

x+A t - K )
+
| Ft ] x= lnS t+�Lt =

e
-QTt ( rs- qs) ds Q

+ ]

lnK -�Lt- lnS t

( e
lnS t+�Lt+ y - K )

1

2P�R t

e
-

y2

2R t2 dy =

e
- QTt ( r s- qs) ds Q

+ ]

lnK -�Lt- lnS t

e
lnS t+�Lt+

1
2
R t2 1

2P�Rt
e
-
( y- R t

2) 2

2R t
2 - K

1

2P�R t

e
- y2

2R t
2 dy =

e
- QTt ( r s- qs) ds e

lnS t+�Lt+
1
2
R t2 Q

+ ]

lnK- �Lt- lnSt- R t2

R t

1

2P
e
-
y2

2 dy - K Q
+ ]

lnK-�Lt- lnS t

R t

1

2P
e
-
y2

2 dy =

e
- QTt ( rs- qs) ds e

lnS t+�Lt+
1
2
R t2N -

lnK - �Lt - lnS t - R t

2

R t

- KN -
lnK - �Lt - lnS t

Rt
=

)9)
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e
-QTt ( r s- qs) ds S t e�Lt+

1
2
R t2N

ln
S t

K
+ �Lt + R t

2

�R t

- KN
ln
S t

K
+ �Lt

�Rt

=

e
- QTt ( rs-qs) ds [ S t e�Lt+

1
2
R t2N (d1 ) - KN ( d2 ) ] .

2. 2 推广二的定价公式
这里我们只讨论算术平均这一更为复杂的情形.

引理 3 记 q =

KT - Q
t

0
Su dt

Su
, 则

C (K, t) =
1
T

e
- r(T- t)

S tE
Q Q

T- t

0
e
ru Q

]

0
exp RW

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR ) du - q

+
,

其中 C (K, t )为算术平均亚式看涨期权的价格.

证明

C (K, t ) = e
-r (T- t)

E
Q 1

T Q
T

0
Su du - K

+

Ft =
1
T

e
- r( T- t)

E
Q Q

T

0
Su du - TK

+

Ft =

1
T

e
- r(T- t)

E
Q Q

t

0
Su du + Q

T

t
Su du - TK

+

Ft =
1
T
e
- r (T- t)

E
Q Q

T

t

Su du - TK - Q
t

0
Su du

+

Ft ,

代入 ( 7)式, 并注意到 B
Q
的独立增量性和平稳增量性,以及 Kt ( dR )关于 Ft可测,于是得

C (K, t) =
1

T
e
- r (T- t)

E
Q Q

T

t
S t e

r( u- t) Q
]

0
exp R(B

Q

u - B
Q

t ) -
1

2
R

2
( u - t) # Kt ( dR ) du -

TK - Q
t

0
Su du

+
=

1

T
e
- r (T- t)

S tE
Q Q

T- t

0
e
ru Q

]

0
exp RB

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR ) du -

TK - Q
t

0
Su du

S t +
=

1

T
e
- r( T- t)

S tE
Q Q

T- t

0
e
ru Q

]

0
exp RB

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR ) du - q

+
.

一般地, 我们难以求出 Q
T- t

0
e
yu Q

]

0
e
RBQ

u
- 1

2
R2u
Kt ( dR ) du的分布, 即使在 R的测度集中于一点而退化为标准 B-

S模型的情形时, 我们至今还没有得到 C (K, t)的显式表达式. 但是, 因为 q =

KT - Q
t

0
Su du

S t
关于 Ft可测,

所以在 t时刻, 若 q [ 0, 我们便可以精确地计算出 C (K, t); 而若 q > 0, 我们可以得到 C (K, t)的一个上

界.

定理 3 在 t时刻, 若 q [ 0, 则

C (K, t) =
S t

rT
-

S t

rT
- K +

1
T Q

t

0
Su du e

- r(T- t)
= A 1;

若 q > 0, 则

C (K, t ) [ 1

2
A 1 +

S t

2T
e
- r (T- t) Q

]

0

1

2r + R
2 [ e

( 2r+R 2) (T- t)
- 1] Kt ( dR) -

2q

r(T - t)
[ e

r(T- t)
- 1] +

q
2

T - t

1
2

.

证明  在 t时刻, 若 q [ 0,即

Q
T- t

0
e
ru Q

]

0
exp RW

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR ) du - q \ 0,

C (K, t) =
1

T
e
- r (T- t)

S tE
Q Q

T- t

0
e
ru Q

]

0
exp RW

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR )du - q =

1

T
e
- r (T- t)

S t Q
T- t

0
e
ru Q

]

0
E
Q
exp RW

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR) du - q =

1

T
e
- r (T- t)

S t Q
T- t

0
e
ru Q

]

0
Kt ( dR ) du - q =

1
T

e
- r( T- t)

S t 1
r
( e

r( T- t)
- 1) -

KT - Q
t

0
Su dt

Su

=
S t

rT
-

S t

rT
- K +

1

T Q
t

0
Su du e

-r (T- t)
;

)10)
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若 q > 0, 则

C (K, t) =
S t

T
e
- r (T- t)

E
Q Q

T- t

0
e
ru Q

]

0
exp RW

Q

u -
1

2
R

2
u Kt ( dR ) du - q

+
[

S t

2T
e
- r (T- t)

E
Q Q

T- t

0 Q
]

0
exp ru + RW

Q

u -
1

2
R

2
u -

q
T - t

Kt ( dR) du +

S t

2T
e
- r(T- t)

E
Q Q

T- t

0 Q
]

0
exp ru + RW

Q

u -
1
2
R

2
u -

q
T - t

| Kt (dR) du [

1

2
A 1 +

S t

2T
e
- r (T- t) Q

T- t

0 Q
]

0
E
Q

exp ru + RW
Q

u -
1

2
R

2
u -

q

T - t

2

Kt ( dR) du
1
2

=
1

2
A 1 +

S t

2T
e
-r (T- t) Q

T- t

0 Q
]

0
E
Q
( exp{ 2ru + 2RW

Q

u - R
2
u } -

2q

T - t
exp ru + RW

Q

u -
1

2
R

2
u +

q

T - t

2

Kt ( dR ) du
1
2

,

其中

E
Q

exp{ 2ru + 2RW
Q

u - R
2
u } -

2q

T - t
exp ru + RW

Q

u -
1

2
R

2
u +

q

T - t

2

=

E
Q
[ exp{ 2ru + 2RW

Q

u - R
2
u} ] -

2q

T - t
E
Q

exp ru + RW
Q

u -
R

2
u

2
+

q

T - t

2

=

exp{2ru + R
2
u } -

2q
T - t

exp{ ru } + q

T - t

2

.

所以有

C (K, t ) [ 1

2
A 1 +

S t

2T
e
- r (T- t) Q

T- t

0 Q
]

0
exp( 2ru + R

2
u ) -

2q
T - t

exp( ru) +
q

T - t

2

Kt ( dR ) du
1
2

=

1
2
A 1 +

S t

2T
e
- r(T- t) Q

]

0 Q
T- t

0
exp( 2ru + R

2
u) duKt ( dR) -

2q
T - t Q

]

0 Q
T- t

0
exp( ru ) duKt (dR) +

q
2

T - t

1
2

=

1

2
A 1 +

S t

2T
e
- r(T- t) Q

]

0

1

2r + R
2 [ exp(2r + R

2
) (T - t) - 1]Kt ( dR ) -

2q

r(T - t)
[ e

r(T- t)
- 1] +

q
2

T - t

1
2

.
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