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[摘要 ]  利用积分映射给出广义 sm ash积的一个 M aschke形式定理: 假设H 是有限维半单 H opf代数, 并且存在

一个代数满同态的积分映射 <: Hy B. 如果 A 是半单的,那么 A#B也是半单的. 对偶地,给出广义 sm ash余积的

一个 M aschke形式定理.
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Abstract: Using the integra lm ap, th is pape r g ives aM aschke-type theorem for generalized sm ash products: assum eH is

a finite sem isim pleH opf algebra and there ex ists an integ ra l<: H y B wh ich is a su rjective algeb ram ap. IfA is sem isim-

ple, thenA#B is also sem is imp le. Dua lly, th is paper g ives aM aschke- type theorem fo r gene ra lized sm ash coproducts.
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  Maschke形式定理是经典表示论中一个关键性结论, 它指的是有限群上的群环是半单的当且仅当域

的特征不能整除群的阶. 因为群环是 Hopf代数的一个特例, 所以人们自然会问 M aschke形式定理能否推

广到任意有限维 Hopf代数上去. 1986年, Cohen和 F ishman在文献 [ 1]中给出 smash积的 M aschke形式定

理: 设H 是有限维半单 Hopf代数, A 是左 H -模代数. 如果 A是半单的,那么 A#H 也是半单的.

1995年, Kasse l在文献 [ 2]中引入广义 smash积和广义 smash余积的概念. 随后,许多作者对这两个结

构进行了研究.例如,文献 [ 3]给出了它们之间的一个新对偶. 本文的主要目的是将 Cohen和 Fishm an的

Maschke形式定理推广到广义 smash积,并且对偶地给出广义 smash余积的 Maschke形式定理.

本文所有空间是域 k上的向量空间,映射是 k - 线性的, 记号同文 [ 4]. 例如, 记余代数 C的余乘法

$( c) = 2 c1 ª c2;记左 C - 余模 M的余作用 Q(m ) = 2m ( - 1) ª m ( 0) ;记右 C - 余模M的余作用 Q(m ) =

2m ( 0) ª m ( 1) .

设H 是一个 H op f代数, A是一个代数, C是一个余代数.

( 1) A是一个左H - 模代数, 如果 A是一个左 H - 模,并且对任意 a, b I A, h I H,

h# ( ab ) = 2 ( h1# a ) ( h2 # b ), h# 1 = E( h) 1.

( 2) A是一个左H - 余模代数,如果 A是一个左H - 余模,并且对任意 a, b I A,

Q( ab) = 2a( - 1) b( - 1) ª a ( 0) b( 0) , Q(1) = 1 ª 1.

)19)

第 34卷第 1期

2011年 3月
    南京师大学报 (自然科学版 )

JOURNAL OF NANJING NORMAL UN IVERSITY ( Na tura l Sc ience Ed ition)
    

Vo.l 34 N o. 1

M ar, 2011



( 3) C是一个左 H - 模余代数,如果 C是一个左H - 模,并且对任意 c I C, h I H,

$( h# c) = 2h1 # c1 ª h2 # c2, E( h# c) = E( c) E( h ).

( 4) C是一个左 H - 余模余代数,如果 C是一个左H - 余模,并且对任意 c I C,

2 c( - 1) ª c( 0) 1 ª c( 0) 2 = 2 c1( - 1) c2( - 1) ª c1( 0) ª c2( 0) , 2 c(- 1 ) E( c( 0 ) ) = E( c) 1.

1 广义 Smash积的M aschke形式定理

定义 1 设H是一个 H opf代数, A是一个左 H -模代数, B是一个左H - 余模代数. 作为向量空间记

A#B = A ª B, 在 A#B上定义乘法

( a#x ) ( b# y ) = 2a ( x( - 1) # b )#x( 0) y.

则 A#B是一个以 1# 1为单位元的结合代数,称其为广义 smash积.

定义 2 设H 是一个 Hopf代数, B是一个左H - 余模代数. 如果映射 <:H y B是一个左H - 余模映

射, 那么称 <是一个积分映射
[ 5]
.

定义 3 设H 是一个 Hop f代数, l I H ( r I H ). 如果对任意 h I H,

hl = E( h) l ( rh = rE( h ) ),

那么称 l I H ( r I H )是一个左 (右 ) 积分元,左 (右 )积分空间记为 Q
l

H

( Q
r

H

).

引理 1 如果H 是有限维半单 Hop f代数,那么存在 e I Q
l

H
( e I Q

r

H
)使得 E( e) = 1.

引理 2 设H是有限维 H opf代数, x I Q
r

H
, V, W I A#BM, K: V y W 是左 A - 模范畴AM中的态射. 如

果存在一个代数满同态的积分映射 <: H y B,那么

�K: V y W, v 2< (S ( x1 ) )# K(< ( x2 ) # v)

是A#BM中的态射.

证明  首先, 证明对任意 a I A, v I V, a# �K( v) = �K( a# v ). 实际上,

�K( a# v ) = 2< (S (x1 ) )# K( < ( x2 ) # ( a# v) ) =

2 ( 1# < ( S ( x1 ) ) )# K( ( 1# < ( x2 ) ) ( a# 1)# v ) =

2 ( 1# < (S ( x1 ) ) )# K( ( < ( x2 ) ( - 1) # a# < ( x2 ) ( 0) ) # v) =

2 ( 1# < (S ( x1 ) ) )# K( ( < ( x2 ) (- 1) # a# 1) (1# < ( x2 ) ( 0) ) # v) =

2 ( 1# < (S ( x1 ) ) ) ( < ( x2 ) ( - 1) # a# 1) # K( (1# < ( x2 ) ( 0) ) # v) =

2 ( < ( S ( x1 ) ) ( - 1) < ( x2 ) ( - 1) # a# < (S ( x1 ) ) ( 0) ) # K( < ( x2 ) ( 0) # v) =

2 (S ( x2 ) x3 # a# < ( S ( x1 ) ) ) # K(< (x4 )# v ) = 2 ( a# < (S ( x1 ) ) )# K( < ( x2 ) # v) =

2 ( a# 1) ( 1# < (S ( x1 ) ) )# K( < ( x2 ) # v) = a# �K( v ).

其次,证明对任意 b I B, v I V, b# �K( v) = �K( b# v).

因为 <和 S都是满的,所以对任意 b I B,存在元素 h I H 使得 b = < ( S ( h ) ). 因此,

b# �K( v) = 2< (S ( h ) ) < ( S (x1 ) ) # K( < ( x2 ) # v) =

2< (S ( x1h ) ) # K( < ( x2 ) # v) = 2< (S ( x1h1 ) )# K( < ( x2h2S ( h3 ) )# v ) =

2 < ( S (x 1 ) ) # K( < ( x2S ( h) )# v) ($( xh) = E( h )$( x ) ) =

2< (S (x1 ) )# K( < ( x2 ) # (< (S ( h ) ) # v) ) = �K( b# v).

证毕.

命题 1 设H是有限维半单 H opf代数, V I A#BM, W是 V的左 A#B - 子模. 如果在 AM 中 W是 V的

直和项,并且存在一个代数满同态的积分映射 <:H y B,那么在A#BM 中 W也是 V的直和项.

证明  根据引理 1,存在 e I Q
r

H

使得 E( e) = 1.

假设 K: V y W是AM中的满同态,那么根据引理 2,

�K: V y W, v 2 < ( S ( e1 ) )# K(< ( e2 ) # v)

是A#BM中的态射.
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另外,对任意 w I W,

�K(w ) = 2 < ( S ( e1 ) )# K(< ( e2 ) #w ) = 2< (S ( e1 ) ) # (< ( e2 ) #w ) = 2< (S ( e1 ) )< ( e2 ) #w =

2< (S ( e1 ) e2 ) #w = 2< (E( e)1) #w = < ( 1) #w = 1#w = w.

所以, �K: V y W 是A#BM中的满同态.

证毕.

定理 1 设H是有限维半单 H op f代数,并且存在一个代数满同态的积分映射 <:H y B. 如果 A 是半

单的,那么 A#B 也是半单的.

例 1 记 H = k {1, g, g
2
} 是特征 charkX 3的群代数,则H是半单的. 设 B = H是左 H - 余模代数,

它的余模结构如下:

Q: B y H ª B, 1 1 ª 1, g g
2 ª g, g

2
g ª g

2
.

定义 <:H y B, 1 1, g g
2
, g

2
g.不难证明, <:H y B是一个代数满同态的积分映射. 从而,根

据定理 1,对任意左H - 模代数 A,如果 A是半单的,那么 A#B也是半单的.

2 广义 Smash余积的M aschke形式定理

定义 4 设H是一个 H op f代数, C是一个左H - 余模余代数, D 是一个左H - 模余代数. 作为向量

空间记 C @ D = C ª D,在 C @D上定义余乘法和余单位

$( c @ d ) = 2c1 @ c2( - 1) # d1 ª c2 ( 0) @ d2, E( c @ d ) = E( c) E( d ),

则 C @ D是一个余结合余代数,称其为广义 smash余积.

不难验证, P: C @D y C, c @ d E(d ) c和 C: C @ D y D, c @ d E( c) d是两个余代数映射.

引理 3 设H是一个 H op f代数,则对任意 c I C, d I D,

( Cª P) $( c @ d) = 2P( c1 @ c2 (- 1 ) # d1 ) ( - 1) # C( c2 ( 0) @ d2 ) ª P( c1 @ c2( - 1) # d1 ) ( 0) .

证明  这是直接的.

引理 4 设H是一个 H op f代数, (M, Q) I C @D
M (左 C @ D - 余模范畴 ). 则对任意 m I M,

2m [ - 1] ª m [ 0] 3- 14 ª m [ 0] 304 = 2m3-14( - 1) # m 304[ - 1] ª m 3- 14( 0) ª m 304[ 0] . (A )

这里, Q
C

M :M y C ª M, m 2m 3- 14 ª m 304和 Q
D

M: M y D ª M, m 2m [- 1 ] ª m [ 0] 分别是M的左 C - 余

模和左 D - 余模结构映射,并且

Q
C

M : M y
Q

C @D ª M y
P

C ª M, Q
D

M :M y
Q

C @ D ª M y
C

D ª M.

证明  由引理 3直接证得.

引理 5 设H是有限维 H opf代数, t I Q
r

H*
. 则对任意 h, �I H,

23t, S (�) h1 4h2 = 23t, S (�2 ) h4�1. (B)

证明  定义

_ : H ª H
* y H

*
, x ª f x_ f, 3x_ f, y4 = 3f, S ( x ) y4,

{ : H
* ª H y H

*
, f ª x f{ x, 3f{ x, y4 = 3f, xy4.

容易证明 (H
*
, _ ) 是一个左H - 模和 (H

*
, { ) 是一个右H - 模.

因为对任意 f I H
*
,

23�2 _ t( f{ �1 ), h4 = 23f, �1S (�2 ) h2 43t, S (�3 ) h1 4 = 23f, h2 43t, S (�) h1 4,

23�2 _ t( f{ �1 ), h4 = 23f { �1, 143�2 _ t, h4 = 23f, �143t, S (�2 ) h4,

所以 23t, S (�) h14h2 = 23t, S (�2 ) h4�1.

证毕.

定义 5 设H是一个 H op f代数, D是一个左 H - 模余代数. 如果映射 W: D y H是一个左H - 模映

射, 那么称 W是一个余积分映射
[ 5]
.

引理 6 设H是有限维 H opf代数, t I Q
r

H*
, M, N I

C @D
M. 如果 f: M y N是左 C - 余模范畴

C

M中的

态射,并且存在一个余代数单同态的余积分映射 W: D y H,那么
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�f:M y N, m 23t, S ( W(m [ - 1] ) )W( f (m [ 0] ) [ - 1] )4f (m [ 0 ] ) [ 0]

是
C @D
M中的态射.

证明  对任意 m I M,

( I ª �f ) QDM (m ) = 2m [ - 1] ª 3t, S ( W(m [ 0 ] [ - 1] ) ) W(f (m [ 0 ] [ 0 ] ) [ - 1] ) 4f (m [ 0] [ 0] ) [ 0] =

2m [ - 1] 1 ª 3t, S ( W(m [ - 1] 2 ) ) W(f (m [ 0] ) [ - 1] )4f (m [ 0] ) [ 0] =
(B)

2f (m [ 0] ) [ - 1] 2 ª 3t, S ( W(m [ - 1] ) )W( f (m [ 0] ) [ - 1] 1 ) 4f (m [ 0] ) [ 0] = Q
D

N �f (m ),

(Wª I )Q
C

N �f (m ) = 23t, S (W(m [ - 1] ) ) W(f (m [ 0 ] ) [ - 1] ) 4W( f (m [ 0] ) [ 0] 3-14 ) ª f (m [ 0] ) [ 0] 304 =
(A )

23t, S ( W(m [ - 1] ) )W(f (m [ 0] ) 3- 14(- 1 ) # f (m [ 0] ) 304[ - 1] )4W(f (m [ 0 ] ) 3- 14( 0) ) ª f (m [ 0 ] ) 304[ 0] =

23t, S ( W(m [ - 1] ) )f (m [ 0 ] ) 3- 14( - 1) W( f (m [ 0] )304[ - 1] )4W(f (m [ 0] ) 3- 14( 0) ) ª f (m [ 0] ) 304[ 0] =

23t, S (W(m [ - 1] ) )m [ 0 ] 3- 14( - 1) W( f (m [ 0 ] 304 ) [- 1 ] ) 4W(m [ 0 ] 3- 14( 0) ) ª f (m [ 0] 304 ) [ 0] =
(A)

23t, S (W(m 3- 14( - 1) # m304[ - 1] ) )m 3- 14( 0 ) ( - 1) W( f (m 304[ 0] ) [ - 1] )4W(m 3- 14( 0) ( 0) ) ª f (m 304[ 0] ) [ 0] =

23t, S ( W(m304[ - 1] ) )S (m 3- 14( - 1) )m 3- 14( 0) ( - 1) W( f (m 304[ 0] ) [ - 1] ) 4W(m 3- 14( 0) ( 0 ) ) ª f (m 304[ 0 ] ) [ 0] =

23t, S ( W(m 304[ - 1] ) )S (m 3- 14( - 1) 1 )m 3- 14( - 1) 2W( f (m 304[ 0] ) [ - 1] ) 4W(m 3- 14( 0) ) ª f (m304[ 0] ) [ 0] =

23t, S (W(m 304[ - 1] ) ) W( f (m 304[ 0] ) [ - 1] ) 4W(m 3- 14 ) ª f (m304[ 0] ) [ 0] = ( Wª �f ) QCM .
因为 W是单的,所以 ( I ª �f )QCM = Q

C

N �f (m ).

证毕.

根据文献 [ 6],我们知道: 如果 C是有限维余代数,那么 C是余半单的当且仅当 C
*
是半单的.

命题 2 设H是有限维余半单 Hop f代数, M I
C @D
M, N是M的 左 C @D - 子余模. 如果在

C

M中N是

M 的直和项,并且存在一个余代数单同态的余积分映射 W: D y H,那么在
C @D
M中 N也是M 的直和项.

证明  根据引理 1,存在一个右积分元 t I H
*
,使得 3t, 14 = 1.

假设 f: M y N是
C
M中的满同态,那么根据引理 6,

�f:M y N, m 23t, S ( W(m [ - 1] ) )W( f (m [ 0] ) [ - 1] )4f (m [ 0 ] ) [ 0]

是
C @D
M中的态射.

另外,对任意 n I N,

�f ( n ) = 23t, S ( W( n [- 1 ] ) ) W( f ( n[ 0] ) [- 1 ] ) 4f ( n[ 0] ) [ 0] = 23t, S ( W( n [- 1 ] ) ) W( n [ 0] [ - 1] )4n [ 0] [ 0] =
23t, S ( W( n [ -1 ] 1 ) ) W( n [ - 1] 2 ) 4n[ 0] = 23t, E( W( n[ - 1] ) ) 14n[ 0] = n.

所以, �f: M y N 是
C @D
M 中的满同态.

证毕.

定理 2 设H是有限维余半单 H op f代数,并且存在一个余代数单同态的余积分映射 W: D y H. 如果

C是余半单的, 那么 C @D也是余半单的.

推论 1 设H是有限维余半单 H opf代数, C @H 是 sm ash余积. 如果 C是余半单的,那么 C @H 也是

余半单的.
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