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[摘要 ]  研究了一类非严格三角形式非线性系统的输出反馈控制问题.结合观测器设计法, 技巧性地选取 Lya-

punov函数,构造了一个动态输出补偿器和光滑控制器,使系统达到全局渐近稳定.扩展了系统结构, 弱化了结论

成立的条件,最后的仿真例子阐明了结论的正确性.
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Abstract: This paper studies the prob lem about the output feedback contro l of nonlinear system sw ith non-strict triangu lar

fo rm. Using the no rm al observer design m ethod, a Lyapunov function is chosen and a dynam ic output compensator is

constructed, w hich gua rantees the sy stema tic g lobally asympto tic stab le. The form of non linear system s is deve loped and
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  本文研究如下形式的一类非线性系统

Ûxi = Ri ( t, x1, x 2, ,, x i ) + Si (x1 )x i+ 1,

Ûxn = Rn ( t, x1, x2, ,, xn ) + Sn ( x1 ) u,

y = x1, ( 1)

其中, x = (x1, x 2, ,, xn )
T

I R, u I R, y I R分别是系统状态,控制输入,系统输出.对 i = 1, n, Si (# ) >

0, R i (# )是连续函数.

过去十几年,非线性系统输出反馈的全局渐近稳定问题一直是控制领域研究热点之一. 经过不懈努

力,对 Si (# ), R i (# )施加适当条件, 研究者得到了一些重要结论
[ 1- 3]

.在线性增长条件下, 文献 [ 4] 设计了

光滑反馈控制器和齐观测器,此种输出反馈设计算法相对于文献 [ 5]具有较强的鲁棒性. 文献 [ 6] 在系统

满足线性增长条件下,利用输出反馈控制法精确建立了一个线性输出补偿器使闭环系统全局指数稳定.依

据单输出非线性系统观测器是一致可观测和可全局 Lipschitz化的结论, 文献 [ 7] 设计了半全局有限时间

收敛的观测器,进而得到一种使系统局部有限时间稳定的方法. 一般情况下,解决非线性系统输出反馈的

稳定问题常用方法是:设计状态观测器 ( Lunberge形式等 )和补偿器,定义动态误差, 取定 Lyapunov函数,

构造适当的控制器使系统稳定,如 [ 8- 10] .所研究的非线性系统多以 Si (# )是常数、系统形式是严格下三

角的且满足线性增长条件或扰动项有界为主.

本文所考察的非线性系统为非严格三角形式,不满足线性增长条件, Si (# )是实值函数. 目前, 利用观
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测器法来解决此类系统输出反馈稳定问题的结论较少.相对于已经获得的方法, 本文结论具有简单、易进

一步推广、应用范围广的优点.

1 主要结果

为证明方便,首先引入下面的假定和引理.

假定 1 Ri (# ) = E
i

j= 1

a j ( x1 ) xj,其中, aj ( x1 ) > 0为连续函数.

引理 1 假设 m和 n是两个正实数, a, b, P(x, y )是连续正值函数, 则对任意常数 c \ 0有

| a |
n
| b |

m
P(x, y ) [ c | a |

m+ n
+

m
n + m

n
c( n + m )

n
m

| b |
m+ n

P(x, y )
m+ n

.

引理 2 存在如下形式光滑状态反馈控制器

u
*

= - bnNn (x ),

Nn (x ) = xn + bn- 1xn- 1 + b2x2 + b1x 1,
( 2)

使

W
#

| ( 1) - ( 2) [ - E
n

i= 1

N
2
i + Sn ( x1 ) Nn ( u - u

*
), ( 3)

其中,

x
*
1 = 0, N1 = x 1 - x

*
1 , x

*
2 = - N1B1 (x 1 ), N2 = x2 - x

*
2 ,

,
x

*
n = - Nn- 1Bn-1 (x 1, x 2, ,, xn- 1 ), Nn = xn - x

*
n , ( 4)

bi ( 1 [ i [ n) 是实数, W (x )是正定适当的 Lyapunov函数.

证明  选取正定适当的 Lyapunov函数 (形如文献 [ 10] )

W (x 1, x 2, ,, xn ) = E
n

i= 1

W i ( x1, x2, ,, xi ) = E
n

i= 1
Q
xi

x*
i

( s - x
*
i ) ds,

借助假定 1和引理 1, 对 W k (# )沿系统 ( 1) 求导

     W
#

k =
5W k

5xk
Ûxk + E

k- 1

l= 1

5W k

5xl

Ûx l [

Nk (Sk (x 1 )xk+ 1 + R k (# ) ) + E
k- 1

l= 1
Nk

5x*
k

5xl

(Sl (x1 ) + R l (# ) ) [

Sk ( x1 ) Nk (xk+ 1 - x
*
k+ 1 ) + Sk ( x1 ) x

*
k+ 1 + Nk E

k

j= 1
a j ( x1 ) xj +

 Nk ( | N1 | + | N2 | + , + | Nk | ) E
k- 1

i= 1
h i (x1, x2, ,, xk- 1 ) [

Sk ( x1 ) Nk (xk+ 1 - x
*
k+ 1 ) + Sk ( x1 ) x

*
k+ 1 + E

k- 1

i= 1
N

2
i + N

2
k Qk ( x1, x2, ,, xk- 1 ),

其中, h i (# ), Qk (# )为光滑正值函数.

取 x
*

k+ 1 = - Nk
n - k + 1 + Qk (# )

Sk ( x1 )
,可有

W
#

k [ - ( n - k + 1) N
2
k + E

k- 1

i= 1
N

2
i + Sk ( x1 ) Nk (xk+ 1 - x

*
k+ 1 ),

因此,可得

W
#

= W
#

1 + W
#

2 + , + W
#

n [ - nN
2
1 + [ - ( n - 1) N

2
2 + N

2
1 ] +

- ( n - 2)N
2
3 + E

2

i= 1

N
2
i + , + - N

2
n + E

n- 1

i= 1

N
2
i + Nn Sn (x1 ) ( u - u

*
) =

- E
n

i= 1
N

2
i + Nn Sn (x1 ) ( u - u

*
),
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引理得证.以下证明本文的主要定理.

定理  存在适当常数 L0, M, bi, lj, 当

ci > p 0 > 0, qk > p0 > 0, i = 1, 2, ,, n, j = 2, 3, ,n + 1, k = 2, 3, ,, n

时 (其中, ci, p0, qk形如 (21) ),系统 ( 1)全局渐近稳定.

证明  设计如下的状态观测器
ẑ

#
i+ 1 = - li ( Si ( x1 ) x̂ i+ 1 + Ri ( t, x1, x̂2, ,, x̂i ) ),

x̂i+ 1 = ẑ i+ 1 + li x̂ i, ( 5)

同时,有 xi+ 1 = z i+ 1 + lixi. 取 ei = z i - ẑi,误差动态可表为

Ûe2 = S2 ( x1 ) x3 + R2 (# ) - l1 [ S1 ( x1 ) e2 + R1 (# ) - R̂1 (# ) ] ,

Ûe3 = S3 ( x1 ) x4 + R3 (# ) - l2 [ S2 ( x1 ) ( e3 + l2 ( x2 - x̂2 ) ) + R2 (# ) - R̂2 (# ) ],

,

Ûen = Sn ( x1 ) xn+ 1 + Rn (# ) - ln- 1 [ Sn- 1 ( x1 ) ( en + ln- 1 ( xn- 1 - x̂n- 1 ) ) + Rn- 1 (# ) - R̂n- 1 (# ) ] ,

( 6)

其中, li > 0, R̂ i (# ) = R i ( t, x1, x̂2, ,, x̂ i ), i = 1, ,, n, u = xn+ 1.

选取正定适当的 Lyapunov函数

V( e2, e3, ,, en ) =
1
2
( e

2
2 + e

2
3 + , + e

2
n ),

对 V(# )沿系统 ( 1) 求导得

V
#

= E
n

i= 2
eiSi ( x1 ) xi+ 1 + Ri (# ) - li- 1 [ Si- 1 (x 1 ) ( ei + li- 1 (x i- 1 - x̂ i- 1 ) ) + Ri- 1 (# ) - R̂i- 1 (# ) ] =

E
n

i= 2

eiRi (# ) + E
n

i= 2

eiSi (x 1 )x i+ 1 - E
n

i= 2

li- 1 Si- 1 ( x1 ) e
2
i -

E
n

i= 2
l
2
i- 1 Si- 1 (x1 ) ( xi- 1 - x̂i- 1 ) ei - E

n

i= 2
li- 1 (R i- 1 (# ) - R̂ i- 1 (# ) ) ei, ( 7)

利用假定 1和引理 1, 直接计算得

E
n

i= 2
eiR i (# ) [ E

n

i= 2
ei E

i

j= 1
a j ( x1 ) xj [ 1

2 E
n

i= 2
E
i

j= 1

1
2
aj ( x1 ) ( e

2
i + x

2
j ),

E
n

i= 2
eiSi (x1 )x i+ 1

[ 1
2 E

n

i= 2

Si ( x1 ) ( e
2
i + x

2
i+ 1 ). ( 8)

据观测器形式 ( 5),有

    | x i - x̂i | = | ei + li- 1 ( xi- 1 - x̂ i- 1 ) | = | ei + li- 1 [ ei- 1 + li- 2 (x i- 2 - x̂ i- 2 ) ] | =

| ei + li- 1 ( ei- 1 + , + l2 e2 ) , ) | [ cE
i

j= 2
lj lj- 1 , l2 | ej | , ( 9)

其中, c > 0.

进而,借助引理 1和 ( 9), 得到

| E
n

i= 2
l
2
i- 1 Si- 1 ( x1 ) ( xi- 1 - x̂i- 1 ) ei | [ cE

n

i= 2
l
2
i- 1Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

k= 2
lk lk- 1 ,l2 | ek ei | [

1

2 E
n

i= 2

l
2
i- 1 Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

clj lj- 1, l2 ( e
2
j + e

2
i ). ( 10)

根据假定 1和 ( 9),得出

| E
n

i= 2
li- 1 ( Ri- 1 (# ) - R̂i- 1 (# ) ) ei | = E

n

i= 2
li- 1 ei E

i- 1

j= 2
aj (x 1 ) ( xj - x̂j ) [

E
n

i= 2

li- 1 E
i- 1

j= 2

aj (x 1 ) E
n- 1

j= 2

clj lj- 1 ,l2 | ej ei | [ 1

2 E
n

i= 2

li- 1 E
i- 1

j= 1

aj ( x1 ) E
i- 1

j= 2

clj lj- 1 , l2 ( e
2
j + e

2
i ). ( 11)

将 ( 8), (10)和 ( 11)代入 (7),得

  V
#

[ 1
2 E

n

i= 2
E
i

j= 1

1
2
aj (x 1 ) ( e

2
i + x

2
j ) +

1
2 E

n

i= 2

Si ( x1 ) ( e
2
i + x

2
i+ 1 ) - E

n

i= 2

li- 1Si- 1 ( x1 ) e
2
i +
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 1
2 E

n

i= 2
l
2
i- 1 Si- 1 (x 1 ) E

i- 1

j= 2
lj lj- 1 ,l2 ( e

2
j + e

2
i ) +

1
2 E

n

i= 2
li- 1 E

i- 1

k = 1
ak ( x1 ) E

i- 1

j= 2
clj lj- 1 , l2 ( e

2
j + e

2
i ) =

1

2 E
n

i= 2
E
i

j= 1

aj ( x1 ) + Si ( x1 ) - 2li- 1Si- 1 ( x1 ) + l
2
i- 1Si- 1 ( x1 ) E

i-1

j= 2

lj lj- 1 , l2 +

 li- 1 E
i- 1

k= 1

ak (x1 ) E
i- 1

j= 2

clj lj- 1 ,l2 e
2
i +

1

2 E
n

i= 2
l
2
i- 1Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

lj lj- 1 , l2 +

 li- 1 E
i- 1

k= 1

ak (x1 ) E
i- 1

j= 2

clj lj- 1 ,l2 e
2
i +

1

2 E
n

i= 2
E
i

j= 1

aj ( x1 ) x
2
j + Si ( x1 ) x

2
i+ 1 . ( 12)

下面,考虑 (4),可有

N
2
n = ( xn + Nn- 1Bn- 1 (# ) )

2 [ 2 E
n- 1

i= 1
bix

2
i + 2x

2
n,

     N
2
n = ( xn + Nn- 1Bn- 1 (# ) )

2
= x

2
n + 2Bn- 1 (# )xnNn- 1 + B

2
n- 1 (# )N

2
n- 1 =

1

2
N

2
n- 1 +

1

2B
2
n- 1 (# ) + 1

x
2
n +

Bn- 1 (# )

B
2
n- 1 (# ) +

1
2

xn + B
2
n- 1 (# ) +

1
2

2

+
1

2
N

2
n-1 \

1

2
N

2
n- 1 +

1

2B
2
n- 1 (# ) + 1

x
2
n, ( 13)

由此可得

N
2
1 + N

2
2 + , + N

2
n \ L 0 (x

2
1 + x

2
2 + , + x

2
n ), ( 14)

其中, L0 = m ax
1

2B
2
i (# ) + 1

, i = 1, 2, ,, n.

结合 ( 3), ( 14)和引理 2,下面不等式成立

W
#

[ - L0 E
n

i= 1
N

2
i + Sn (x 1 )Nn ( u - u

*
). ( 15)

令

V0 = W + V,

利用 ( 12)和 ( 15),导出

   V
#

0 = W
#

+ V
#

[ - L0 E
n

i= 1

N
2
i + Sn ( x1 ) Nn ( u - u

*
) +

1

2 E
n

i= 2
E
i

j= 1

aj ( x1 ) + Si ( x1 ) - 2li- 1 Si- 1 ( x1 ) + l
2
i- 1 Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

lj lj- 1, l2 +

li- 1 E
i- 1

k= 1

ak ( x1 ) E
i-1

j= 2

clj lj- 1, l2 e
2
i +

1

2 E
n

i= 2

l
2
i- 1 Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

lj lj- 1 , l2 +

li- 1 E
i- 1

k= 1

ak ( x1 ) E
i-1

j= 2

clj lj- 1, l2 e
2
j +

1

2 E
n

i= 2
E
i

j= 1

aj ( x1 ) x
2
j + Si ( x1 ) x

2
i+ 1 . ( 16)

取 u ( x̂ ) = - bnNn ( x̂ ), Nn ( x̂ ) = x̂n + bn- 1 x̂n- 1 + , + b2 x̂ 2 + b1x1,结合 (4),得

| u - u
*

| = |- bn ( Nn - N
*

n ) | = | - [ bn (xn - x̂n ) + bn- 1 ( xn- 1 - x̂n- 1 ) + ,

+ b2 (x 2 - x̂2 ) + b1 (x 1 - x 1 ) ] | [ bn E
n- 1

i= 2
bi E

i

j= 2
lj lj- 1, l2 | ej | + E

n

j= 2
lj lj- 1, l2 | ej | . ( 17)

利用引理 1, 也有

| Nn Sn ( x1 ) ( u - u
*

) | [ M Sn (x1 )N
2
n + Sn ( x1 ) ln+1 (Nn (x) - Nn (x̂ ) )

2
, ( 18)

其中,M, ln+ 1为正实数.

把 ( 15), (17) 和 (18)代入 ( 16),有

V
#

0 [ - L0 E
n

i= 1
N

2
i + 2M Sn (x 1 ) E

n- 1

i= 1
bix

2
i + 2M Sn ( x1 ) x

2
n +

2Sn (x1 ) ln+ 1 E
n- 1

i= 2
b

2
i E

i

j= 2
l
2
j l

2
j- 1, l

2
2 | ej |

2
+ E

n

j= 2
lj lj- 1 , l2 | ej | +
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1
2 E

n

i= 1
E
i

j= 1
aj (x 1 ) + Si ( x1 ) - 2li- 1Si- 1 ( x1 ) + l

2
i- 1Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2
lj lj- 1 , l2 +

li- 1 E
i- 1

k= 1

ak (x1 ) E
i- 1

j= 2

clj lj- 1 ,l2 e
2
i +

1

2 E
n

i= 2

l
2
i- 1Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

lj lj- 1, l2 +

li- 1 E
i- 1

k= 1
ak ( x1 ) E

i- 1

j= 2
clj lj- 1, l2 e

2
j +

1

2 E
n

i= 2
E
i

j= 1

aj ( x1 ) x
2
j + Si ( x1 ) x

2
i+ 1 =

[ - L0 + 2M Sn (x 1 ) b1 ]x
2
1 + E

n

i= 2
- L 0 + 2M Sn ( x1 ) bi +

1
2 E

n- 1

i= 2

( ai ( x1 ) + Si ( x1 ) ) x
2
i +

- L0 + 2M Sn (x1 ) +
1
2
an ( x1 ) x

2
n +

1

2 E
n

i= 2
E

i

j= 1
a j ( x1 ) + Si (x 1 ) - 2li- 1 Si- 1 ( x1 ) +

l
2
i- 1 Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

lj lj- 1 , l2 + li- 1 E
i- 1

k= 1

ak ( x1 ) E
i-1

i= 2

clj lj- 1, l2 + 4Sn ( x1 ) ln+ 1 l
2
i l

2
i- 1, l

2
2 +

l
2
j-1 Sj- 1 (x1 ) E

n

j= i- 1
li li- 1 , l2 + lj- 1 E

n

k = i- 1
ak ( x1 ) E

n

j= i

cli li- 1 , l2 + 4Sn (x1 ) ln+ 1 b
2
j E

n

j= i

l
2
i l

2
i- 1 , l

2
2 e

2
i . ( 19)

令

c1 = - L0 + 2M Sn ( x1 ) b1,

ci = - L0 + 2M Sn ( x1 ) bi +
1
2 E

n- 1

i= 1

a i (x 1 ) + Si ( x1 ),

cn = - L0 + 2M Sn ( x1 ) +
1

2
an (x1 ),

    qi =
1

2 E
i

j= 1

aj ( x1 ) + Si ( x1 ) - 2li- 1Si- 1 ( x1 ) l
2
i- 1Si- 1 ( x1 ) E

i- 1

j= 2

lj lj-1 , l2

 + li- 1 E
i- 1

k= 1
ak ( x1 ) E

i- 1

j= 2
clj lj- 1, l2 + 4Sn ( x1 ) ln+ 1 l

2
i l

2
i- 1 ,l

2
2 + l

2
j- 1Sj-1 (x 1 ) E

n

j= i- 1
li li- 1 , l2 +

 lj- 1 E
n

k= i- 1
ak ( x1 ) E

n

j= i

cli li- 1 , l2 + 4Sn ( x1 ) ln+ 1b
2
j E

n

j= i

l
2
i l

2
i- 1 ,l

2
2 , ( 20)

由此,可选取适当常数 L0, M, bi,使得

ci > p 0 > 0, qj > p 0 > 0, i = 1, 2, ,, n, j = 2, 3, ,n. ( 21)

所以, (19)式可变为

V
#

0 [ - E
n

i= 1
p0x

2
i - E

n

i= 2
p0 e

2
i, ( 22)

至此,定理得证.

2 数值例子

考虑下面的非线性系统

Ûx1 =
e
- 2

+ x
2
1 e

-x 2
1

5e
- 2

+ 3x
2
1 e

-x 2
1
x 2 +

x 1 sinx
2
1

3 + x
2
1

,

Ûx2 = u,   y = x1,

( 23)

根据本文方法设计如下观测器

ẑ
#

2 = - 2
e
- 2

+ x
2
1 e

-x 2
1

5e
- 2

+ 3x
2
1 e

-x 2
1
x̂2 +

x1 s inx
2
1

3 + x
2
1

,

x̂ 2 = ẑ2 + 2x1,

( 24)

选取控制器为

u = - x̂2 -
1
5
x1,

仿真结果如下 ( ( x1 (0), x2 ( 0), ẑ2 (0) ) = ( 011, 012, 011) ):

)27)
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3 结论

本文研究了一类非线性系统的全局渐近稳定问题.利用观测设计方法,建立了一个观测器和线性的输

出补偿器,得到了使系统全局渐近稳定的控制器.
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