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[摘要 ]  定义了几种两参数随机过程的参数变化为随机的宽过去强马尔科夫性, 给出了一类随机过程满足强

右选马氏性的充分条件,讨论了几种强马氏性之间的关系,推广了参数变化为非随机的相应结果.
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Abstract: This paper proposes the general defin itions of the w ide-past strong M arkov prope rties for tw o-param eter sto-
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  在两参数马氏过程理论中,强马氏性是一个非常重要的基本概念.而两参数随机过程的宽过去强马氏

性的参数变化分为随机的
[ 1]
和非随机的

[ 2-4 ]
两种情况. [ 2, 3]中定义了几种宽过去强马尔科夫过程, 给出

了满足强右选马氏过程的一个充分条件,讨论了几种强马氏性之间的关系,这些强马氏性的参数变化为非

随机的.对参数变化为随机的情况,至今还没有人去研究, 本文以 [ 5]中的理论为基础, 把 [ 2, 3]中的强马

氏性创造性地推广到了参数变化为随机的情况, 利用 [ 6-8]中的概念定义了介于马氏性和强马氏性之间的

新的马氏性,研究了它们的一些性质.
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可测空间 (E, E )上宽过去马氏转移函数 P1 ( ( u, v), x; ( u, v + t1 ), y; ( u + s1, v ), z; ( u + s1, v + t1 ), B )

( u \ 0, v \ 0, s1 > 0, t1 > 0, x, y, z I E, B I E )的定义见 [ 2] .本文简记为 P1 ( u, v, u + s1, v + t1, x, y, z,

B ),若令 s = u + s1, t = v + t1,则简记为 P 1 ( u, v, s, t, x, y, z, B )或 P 1 ( ( u, v), ( s, t), x, y, z, B ).与 [ 9]中方

法一样,对 P 1补充定义:

P ( u, v, s, t, x, y, z, B ) =

P 1 ( u, v, s, t, x, y, z, B ), 当 u < s, v < t时;

IB ( y ), 当 u = s, v < t, x = z时;

IB ( z ), 当 u < s, v = t, x = y时;

IB ( x ), 当 u = s, v = t, x = y = z时.

设X = (X z ) zI R2
+
是取值于 (E, E ), 适应于 (F 

0

Z ) ZI R2
+
的随机过程,则X是具有转移函数 P ( u, v, s, t, x,

y, z, B )的宽过去马氏过程的充要条件是

E [ f (X st ) | F 0*
u v ] = P ( u, v, s, t, Xuv, Xu t, X sv, f ),

对 P ( u, v), ( s, t) I R
2
+ , ( u, v) [ ( s, t ), f I bE成立. 因此,以后也可以把 P ( u, v, s, t, x, y, z, B )称为宽过

去马氏过程 X的转移函数.

1 强马氏性的一般定义
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+ 上,故以后对于 SI O
0*
提到 X S时,均限
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定义 1 设 X = (X z ) zI R2
+
为具有转移函数 P ( u, v, s, t, x, y, z, B )的宽过去马氏过程, 若对于 P S, G I

L
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S ,有
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对 P f I bE成立,则称 X为强 L
0
宽过去马氏过程.

如果状态空间 (E, E ) 具有某种拓扑结构,则我们还可以考虑左右两方的情况.

定义 2 设 (E, E )为拓扑可测空间, X = (X z ) zI R2
+
为具有转移函数 P ( u, v, s, t, x, y, z, B )的宽过去马

氏过程, 且 X的样本函数在 R
2
+ 上的右极限 a. s.存在. 若对 P S, G I L

0
, G \ S且 G I F 0*

S , 有

( i) 同定义 1中 ( i) ;
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0
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0
马氏性 ) E [ f (X G ) I(G< ] ) | F 0*

S+ ] = P ( S, G, XS+ , X S. G+, X G. S+, f ) I(G< ] ) ,

对 P f I bE成立,则称 X为强右 L
0
宽过去马氏过程.

定义 3 设 (E, E )为拓扑可测空间, X = (X z )zI R2
+
为具有转移函数P ( u, v, s, t, x, y, z, B )的宽过去马

氏过程, 且 X的样本函数在 R
2
+ - K0上的左极限 a. s.存在 (对 Z I K0, 规定X Z- = XZ ). 若对 P S, G I L

0
,

G \ S且 G I F 0*
S- ,有

( i) 同定义 1中 ( i) ;

( ii) (强左 L
0
可测性 ) X G I F 0

, XS- , X S. G-, X G. S- I F 0*
S- ;

( iii) (强左 L
0
马氏性 ) E [ f (X G ) I(G< ] ) | F 0*

S- ] = P ( S, G, XS- , X S. G-, X G. S-, f ) I(G< ] ) ,

对 P f I bE成立,则称 X为强左 L
0
宽过去马氏过程.

注:定义 2中若 S是停点,把 / G I F 0*
S 0换成 / G I F 0*

S+ 0,则只能推出 G是宽停点. G = S+ ( h, k ) ( h

\ 0, k \ 0为常数 )时, G I F 0*
S- ,故定义 3中的 G应满足 G I F 0*

S- .易证本文的强 O
0*
宽过去马氏过程

必是 [ 9]中的宽过去强马氏过程.在 G = S+ ( s, t ) ( s \ 0, t \ 0为常数 )时, 本文的强 O
0*
宽过去马氏过

程就是 [ 2]中的强 O
0*
马氏过程. 本文的强 O

0*
宽过去马氏过程未必是 [ 1] 中的强马氏过程, 因为此时

P ( S, G, X S, X S. G, X G. S, f ) I(G< ] ) 不一定是 R(X S, X S. G, X G. S )可测的.

下面的定理 1给出了马氏过程为强右 O
0*
宽过去马氏过程的一个充分条件.
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定理 1 设状态空间 (E, E )为距离可测空间, 右连续宽过去马氏过程 X = (XZ )ZI R2
+
的转移函数

P ( u, v, s, t, x, y, z, B )满足:

对任意固定的连续函数 f I bE , F ( u, v, s, t, x, y, z, ) > P ( u, v, s, t, x, y, z, f )有如下连续性,当 x y x 0,

y y y0, z y z0, u | u0, v| v0, s| s0, t| t0时,有

F ( u, v, s, t, x, y, z ) y F ( u0, v0, s0, t0, x0, y0, z0 ),

则 X是强右 O
0*
宽过去马氏过程.

证明  由 [ 9]中引理 211可知 X满足定义 2中 ( i) ,由 [ 1]中定理 311可知 X具有强 O
0*
可测性,即

X S, XS. G, X G. S I F 0*
S < F 0*S+ ,再由X的右连续性可得 X S+ , X S. G+ , X G. S+ I F 0*

S+ , 即X满足强右 O
0*
可测性.

以下证明 X 的强右 O
0*
马氏性.
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S+ 可测,故只要证对一切 A I F 0*

S+ 成立
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n ,
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2
n ,
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2
n ,

k - 1

2
n ,

l - 1

2
n [ G <

k

2
n,

l

2
n .

易知 A ( n, i, j, k, l) I F 0*
2- ni, 2- nj, 利用马氏性得

    QA f (X Gn
) I(G< ] ) P ( dX) = E

i[ k
j[ l

QA ( n, i, j, k, l)
f (X 2- nk, 2- nl )P ( dX) =

  E
i[ k
j[ l

QA ( n, i, j, k, l)
P ( 2

- n
i, 2

- n
j, 2

- n
k, 2

- n
l, X 2- ni, 2- nj, X 2- ni, 2- nl, X 2- nk, 2- nj, f )P ( dX ) =

  QAP (S
1
n, S

2
n, G

1
n, G

2
n, X S

n
, X S

n
. G

n
, X G

n
. S

n
, f ) I(G< ] ) P ( dX ).

令 n y ] ,由已知条件可得 (1)式成立.由 L- 系方法可证对任意 f I bE , (1)也成立.

注: 从证明中可以看出, 如果转移函数满足定义 2中的条件 ( i),定理中 F ( u, v, s, t, x, y, z )的条件换成

5 ( u, v, s, t) > F ( u, v, s, t, Xuv, X ut, X sv ) 关于 ( u, v)右连续,定理结果仍然成立.

推论 1 [ 4]中定义的 OUP 2过程是强右 O
0*
宽过去马氏过程.

证明类似于 [ 9]中推论 211,故从略.

现在我们考虑完备化情况,记 F 0
关于P的完备化为 F ,相应 (F 0*

z )的完备化记为 (F *z ), P z I R
2
+ ,

其他符号类推,把右上角 / . 0符号去掉就是相应的完备化. L
0
函数集变成 L类, R

2

+ < L< O
*

,相应地,我

们得到强 (强左,强右 )L马氏过程的概念,这时定义 3中的 X S- I F *S- 是多余的.

特别,取 L = O
*

,我们得到强选 (强左选 ) 宽过去马氏过程的概念,在强选的定义中, X G I F 是多余

的. 取 L= O
*
+ ,得到强右选宽过去马氏过程的概念, 此时,在强右选的定义中, X A+ I F A+是多余的. 取 L=

P
*

,得到强料 (强左料 )马氏过程的概念,取 L= P
*
+ ,得到强右料马氏过程的概念.完全类似地,我们可以

定义强 (强左, 强右 )及宽过去马氏过程,强 (强左,强右 )不及宽过去马氏过程. 注意定义强不及宽过去马

氏过程时,要取 L= J
* G R

2
+.

在完备化的情况, 定理 1是强右选马氏性的一个充分条件,这时样本函数右连续的条件可以减弱为 a.

s. 右连续.

为了简单起见,下面只考虑完备化情况.
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2 各种宽过去强马氏性之间的关系

定理 2 设 L1和 L2是两个 L类函数集,且 L1 < L2,则每个强 (强左,强右 ) L2宽过去马氏过程是强 (强

左, 强右 ) L1宽过去马氏过程.

定理 3 设状态空间 (E, E )为距离可测空间, 宽过去马氏过程X的样本函数 a. s.右连续, R
2
+ < L<

O
*

.则: X 是强右 L马氏过程 ] X是强 L马氏过程.特别, 若 (F *z )右连续,则 / ] 0可换成 / Z 0.

证明  因为X适应右连续,所以 X宽过去循序可测,由 [ 1]中定理 311可知 X具有强 L可测性.由定

义 2中强右 L马氏性得

E [f (X G ) I(G< ] ) | F 
*

S+ ] = P (S, G, X S, X S. G, X G. S, f ) I( G< ] ) ,

两边关于 F *S 求条件数学期望得定义 1中的强 L马氏性.

定理 4 设宽过去马氏过程 X的样本函数在 R
2
+ 上 a. s.左连续, R

2
+ < L< O

*
,且对 P S, G I L,任

意 8 y R
2
+ 的 F *S 可测映射 G, G\ S,有 X S, X S. G, X G. S I F *S-, 则: X是强 L马氏过程 ] X是强左 L马氏过

程.

与 [ 2]中不同,对于 SI O
*

,存在A,使 SA为可及点和 SA c为绝不可及点,但 GA不一定是可及点.因此,

我们未能得到: X是强选宽过去马氏过程,当且仅当 X同时是强及和强不及宽过去马氏过程.
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