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[摘要 ]  广义纳什均衡是非合作博弈论中一个重要的概念, 在经济学、管理科学、交通规划等领域有着广泛的

应用. 本文提出一种改进的自适应投影方法求解广义纳什均衡问题, 并证明了新算法的全局收敛性. 数值实验

结果也表明新方法的可靠性和有效性.
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Abstrac t: Th is paper presents an im proved se l-f adaptive pro jection me thod fo r generalized Nash equ ilibrium problem s,

wh ich can be found w ide applications in econom ics, managem ent sc iences and tra ffic assignm ent, etc. The g loba l con-

vergence o f the new m ethod is established under the co-coe rc ive assum ption, and pre lim inary num er ica l results demon-
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  广义纳什均衡问题作为非合作博弈论中最核心的概念, 在经济学、管理科学及交通规划等领域都有着

广泛的应用
[ 1-4]

.然而,如何有效地求解广义纳什均衡问题仍是备受关注的研究课题. 众所周知,广义纳什

均衡问题可以等价转化为一个拟变分不等式问题
[ 2]
, 这为求解广义纳什均衡问题开辟了一条有效的途

径
[ 4, 5]

.本文构造一个新的搜索方向,提出了一种改进的自适应投影算法, 并在较弱的条件假设下证明了

该算法的全局收敛性,最后的数值模拟结果也进一步说明了新方法的可靠性与有效性.

1 问题描述

假设有N个参与者,第 i( i = 1, 2, ,, N )个参与者的决策变量记为 x
i I R

ni, 且将所有参与者的决策变

量所组成的向量记为 x = (x
1
, x

2
, ,, x

N
)
T I R

n
,其中 n = E

N

i= 1
. x

- i
表示除参与者 i之外的所有参与者所构

成的决策变量. 为方便讨论,我们有时也用 (x
i
, x

- i
)代替 x.记第 i个参与者的可行决策集为X

i < R
n i,所有

参与者所构成的可行策略集记为 X = F
jI N

X
j < Rn,而 X

- i
= F

j I N, jX i

X
j
表示除参与者 i之外的所有参与者所

构成的可行决策集.在这个非合作博弈中,每个参与者 i都选定自己的策略 x
i
极小化其支出函数 u

i
,即

( P )   m in
xiI Rni

u
i
(x

i
, x

- i
),   P x

i I K
i
(x

- i
),

其中映射 K
i

(# ): X
- i

y X
i

表示受所有 j X i的参与者的决策影响的可行策略集,则对所有 x
- i

I X
- i

,都有
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K
i
(x

- i
) A X

i
, 且K (x ) = F

N

i= 1
K

i
(x

- i
).若 S i (x

- i
)表示极小化问题 ( P)的解集,则广义纳什均衡问题为找一

向量 �x I X使得对所有 i都有�x
i I S i (�x

- i
), �x称为广义纳什均衡点.

假设每个可行策略集X
i
都是凸集, 支出函数 u

i
(#, x

- i
)在 R

ni上是凸的连续可微函数, K
i
(x

- i
) A X

i
是

R
n i的闭凸子集,则求解极小化问题 ( P)等价于求解一个变分不等式问题

[ 2, 6]
,即找一点 �x

i I K
i
(x

- i
),使得

( V I)   (y
i
- �x

i
)
T

ẍ i u
i
(�x

i
, x

- i
) \ 0,   Py

i I K
i
(x

- i
).

根据 K (x )定义, �x是广义纳什均衡点的充分必要条件是 �x是下面拟变分不等式的解
[ 2]

,即

(QV I)   ( y - �x )
T
F (�x) \ 0,   P y I K (�x ), ( 1)

其中 F (�x ) = (¨xi u
i
(�x

i
, �x

- i
) )

N

i= 1 I R
n
.

2 预备知识

记 + x+ = x
T
x为向量的 2-范数, P 8 (# )为 R

n
到 8上的投影算子, 即P 8 ( v ): = argm in{ + v- u+

| u I 8 }. 根据投影算子 P 8 (# )定义可得如下两个基本性质:

(u - P 8 (u ) )
T
(w - P8 (u ) ) [ 0,  P u I R

n
, Pw I 8, ( 2)

+P8 (u ) - P8 ( v )+ [ + u - v+,  P u, v I R
n
. ( 3)

引理 1
[ 2]  对 P B> 0, x

*
是 (QV I)的解的充分必要条件是 x

*
= PK ( x* ) (x

*
- BF (x

*
) ).

对 P B > 0,令 e(x, B) = P 8 (x - BF (x ) ), 则有如下引理.

引理 2
[ 2, 7 ]  对任意的 B2 \ B1 > 0, 有 + e( u, B2 ) + [ B2+ e(u, B1 ) /B1 +, 并且 + e(u, B2 )+ \

+ e(u, B1 ) +.

从上面引理 2易得,对 PB> 0, 有 m in{ 1, B} + e(u, 1) + [ + e(u, B) + [ max {1, B}+ e(u, 1) +.为

方便讨论,在整篇文章中, 我们作如下假设:

(A 1)解集 S
*

= {u I S | ( v- u )
T
F (u ) \ 0, P v I �S }非空, 且K (# )在X上连续, 其中 S = H

uI X
K (u )

和 �S = G
uI X

K (u );

(A 2) 映射 F (# )在 �S上是连续的,且是 L- 余强制的, 即存在常数 L > 0, 对 P u, v I �S, 使得 (u -

v )
T
(F (u ) - F ( v) ) \ L+F (u ) - F ( v) + 2

成立.

注 1 ( i)假设 (A1)并不容易验证,但它是保证 ( QV I)的解集非空的一个充分条件. ( ii) 假设 (A 2)

映射 F (# )是余强制的,则必是单调映射,即满足 (u - v)
T
(F (u ) - F ( v ) ) \ 0, P u, v I �S.

3 算法及收敛性分析

算法 1 改进的自适应投影法.

( S0)给定 l, L, c I (0, 1), KI (0, 2), E> 0, H> 0, B0 = C= 1.选择 x-1 I X, x0 I K (x-1 ),令 k: = 0.

( S1)若 + e(xk, Bk ) + [ E停止;否则, 转步 ( S2) .

( S2)找最小的非负整数 m k,使得 Bk = Cl
m

k满足

Bk +F (xk ) - F (x
~

k ) + [ c+ xk - x
~

k +, ( 4)

其中x
~

k = PK ( xk )
[xk - BkF (xk ) ].

( S3)计算

xk+ 1 = PK ( x
k
) (xk - Ak�d (xk, Bk ) ), ( 5)

其中步长 Ak为:

Ak =

Ke(xk, Bk )
T
H 1 -

Bk

4L
e(xk, Bk ) + g (xk, Bk )

(1 + H) +�d (xk, Bk ) + 2 .

( S4)若 Bk +F (xk ) - F ( x
~

k ) + [ 014+ xk - x
~

k + ,取 C= Bk /015;否则 C= Bk.令 k: = k+ 1, 转步 ( S1) .

算法中步 ( S3)的搜索方向 �d (xk, Bk )定义为:

)11)
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�d (xk, Bk ) = e(xk, Bk ) +
1

1 + H
BkF (x

~

k ), ( 6)

且步长 Ak中的 g (xk, Bk ) 定义如下:

g (xk, Bk ) = e(xk, Bk ) - Bk (F (xk ) - F (x
~

k ) ). ( 7)

引理 3 若假设 ( A2)成立,且由算法产生的迭代点 xk不是 ( QV I)的解, 则必存在某个 Bk I ( 0, Bm ax ),

使得 ( 4)式成立.

证明  假设 (4)式不成立,即

Bk +F (xk ) - F (x
~

k ) + > c+ xk - x
~

k +, P Bk > 0. ( 8)

由映射 F (# )和投影算子的连续性可知,当 Bk y 0时,有x
~

k y PK ( xk )
(xk ).分别考虑下面两种情况:

( i)若 xk I K (xk ),则由 Bk y 0得x
~

k y xk. 根据引理 2及 ( 8) 式可得

0 = l im
Bky 0

+F (xk ) - F (x
~

k ) + \ c lim
Bky 0

+ e(xk, Bk ) +
Bk

\ c+ e(xk, 1) + > 0.

上式显然是矛盾的.

( ii) 若 xk K (xk ),由 ( 8)式得

0 = l im
Bky 0

Bk +F (xk ) - F (PK ( xk )
(xk ) ) + \ c+ xk - PK ( xk )

(xk ) + > 0.

显然也是矛盾的.综上所述,假设不成立, 即引理结论是正确的.证毕.

上面引理说明新算法能在有限步内找到一个合适的 Bk > 0, 使其满足 ( 4)式.而且, 容易验证 inf{Bk }

= Bmin > 0
[ 8, 9]

.

记 x
*
是 ( QV I)的解,若 (x- x

*
)
T
d (x ) [ 0,则表明 d (x )是距离函数

1
2

+ x - x
* + 2

的一个下降方向.

下面引理说明,在 F (# )和 Bk满足一定条件下,由 ( 7) 式定义的 g (xk, Bk )是个上升方向.

引理 4
[ 8]  假设 F (# ) 在 �S上是连续单调的,参数 Bk满足 ( 4) 式, x

* I S
*
,则对任意 xk S

*
,存在 c

I ( 0, 1)使得

g (xk, Bk )
T
(xk - x

*
) \ e(xk, Bk )

T
g (xk, Bk ) \ ( 1 - c)+ e(xk, Bk ) + 2

> 0.

引理 5 若假设 ( A1)、( A2) 成立,且 x
* I S

*
,则对任意的 xk I �S, 有

(xk - x
*

)
T
e(xk, Bk ) \ 1-

Bk
4L

+ e(xk, Bk ) + 2
. ( 9)

证明  一方面, 在 (1)式中,令 y: = PK ( x k )
[ xk - BkF (xk ) ]和 �x = x

*
,有

{PK ( xk )
[ xk - BkF (xk ) ] - x

*
}
T
F (x

*
) \ 0. (10)

另一方面,在 (2)式中,令 u: = PK ( xk )
[ xk - BkF (xk ) ], w: = x

*
, 则有

{ [ xk - BkF (xk ) ] - PK ( xk )
[ xk - BkF (xk ) ] }

T
{x

*
- PK ( xk )

[ xk - BkF (xk ) ] } [ 0. (11)

不等式 ( 10)乘以 Bk加上 ( 11)式,根据假设 ( A2) ,重新整理得:

(xk - x
*

)
T
e(xk, Bk ) \ + e(xk, Bk )+ 2

+ Bk (xk - x
*

)
T
(F (xk ) - F (x

*
) ) -

Bk (F (xk ) - F (x
*

) )
T
e(xk, Bk ) \ + e(xk, Bk )+ 2

+ BkL+F (xk ) - F (x
*

)+ 2
-

Bk (F (xk ) - F (x
*

) )
T
e(xk, Bk ) = + e(xk, Bk )+ 2

+

+ Bk L(F (xk ) - F (x
*

) ) - Bk / ( 4L) e(xk, Bk )+
2

-
Bk
4L

+ e(xk, Bk ) + 2 \ 1 -
Bk

4L
+ e(xk, Bk )+ 2

.

由 S
*
的定义和 xk I K (xk- 1 ),有 F (x

*
)
T
(xk - x

*
) \ 0. 由假设 (A2)易得

F (xk )
T
(xk - x

*
) \ 0. (12)

引理 6 若假设 (A2)成立, x
* I S

*
,参数 Bk < 4L且满足 (4)式,迭代点 xk不是 (QV I)的解,则 �d (xk,

Bk )是一个上升方向.

证明  令 d (xk, Bk ) = e(xk, Bk ) + BkF (x
~

k ),则由 (7)式得 d (xk, Bk ) = g (xk, Bk ) + BkF (xk ).

由引理 5和 ( 12)式, 可得

d (xk, Bk )
T
(xk - x

*
) \ e(xk, Bk )

T
g (xk, Bk ) \ ( 1 - c)+ e(xk, Bk ) + 2

> 0. (13)

)12)
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不等式 ( 9)乘以 H> 0加上 (13)式,整理得

(xk - x
*

)
T
{ (1 + H) e(xk, Bk ) + BkF ( x

~

k ) } \ e(xk, Bk )
T

g (xk, Bk ) + H 1 -
Bk
4L

e(xk, Bk ) \

1 - c + H 1 -
Bk
4L

+ e(xk, Bk ) + 2
= �H+ e(xk, Bk ) + 2

. (14)

由 �d (xk, Bk ) 的定义 (6)式,上面 ( 14)式等价于

(xk - x
*

)
T
�d (xk, Bk ) \ �H

1 + H
+ e(xk, Bk ) + 2

.

因此, 若 Bk < 4L且满足 ( 4)式,当 xk不是 (QV I)的解,则上式大于零成立,即 �d (xk, Bk )是一个上升方向.

为方便下面讨论,记

< (xk, Bk ) = e(xk, Bk )
T
H 1 -

Bk
4L

e(xk, Bk ) + g (xk, Bk ) .

若引理 6的假设条件都成立,则由引理 4和引理 5易得 < (xk, Bk ) \ �H+ e(xk, Bk ) + 2
> 0,那么步长 Ak > 0

显然也成立.

定理 1 若假设 ( A1)、( A2) 成立, Bk < 4L,则由算法 1产生的迭代序列 {xk }是有界的.

证明  令 x
* I S

*
,由 ( 5) 式及 ( 3)式, 可得

+xk+ 1 - x
* + 2

= +PK ( xk )
(xk - Ak�d (xk, Bk ) ) - x

* + 2 [ + xk - x
*

- Ak�d(xk, Bk ) + 2
=

+ xk - x
* + 2

- 2Ak (xk - x
*

)
T
�d (xk, Bk ) + A

2
k +�d (xk, Bk )+ 2

. (15)

将 ( 14)式重新整理, 得

(xk - x
*

)
T
�d (xk, Bk ) \ 1

1 + H
< (xk, Bk ).

将上式带入 ( 15)式,根据 Ak的定义有

+ xk+ 1 - x
* + 2 [ +xk - x

* + 2
-

2 - K
1 + H

Ak< (xk, Bk ). (16)

根据 < (xk, Bk ) > 0, Ak > 0,从 ( 16) 式立得

+ xk+ 1 - x
* + 2 [ + xk - x

* + 2 [ , [ + x0 - x
* + 2

. (17)

这说明序列 {xk }是有界的.证毕.

定理 2 若假设 ( A1)、( A2) 成立, 参数 Bk < 4L, 则由算法 1产生的迭代序列 {xk } 的任意聚点是

(QV I)问题的一个解.

证明  不等式 ( 17) 说明 { + xk - x
* + } 是单调下降的有界序列, 因而必有聚点, 且由 ( 16) 式可得

lim
ky + ]

Ak< (xk, Bk ) = 0,即 lim
ky+ ]

< (xk, Bk )
2 +�d (xk, Bk )+ 2

= 0.根据 < (xk, Bk ) \ �H+ e(xk, Bk ) + 2
有

lim
ky + ]

+ e(xk, Bk )+ 2

+�d (xk, Bk ) +
= 0. (18)

假设 (A 1)、(A2)成立, 由 (5)式和 (6)式,容易验证序列 {�d (xk, Bk ) } 也是有界的.从而由 ( 18)式可得

lim
ky + ]

+ xk - x
~

k + = lim
ky + ]

+ e(xk, Bk ) + = 0. (19)

令 �x是序列 {xk }的一个聚点, {xk j
} k jI N是相应的子序列,即 lim

k j I N, jy+ ]
xk j

= �x,其中 N A {0, 1, , }.下证

�x是 ( QV I)问题的一个解.

由 ( 19)式得 lim
k jI N, jy + ]

x
~

k
j
= �x,结合 K (# )上半连续和x

~

k I K (xk ), 可以得到 �x I K (�x ).下面只需证明

(x - �x )
T
F (�x ) \ 0, Px I K (�x ).

首先说明 { e(xk, 1) }至少存在一个子序列 { + e(xk j
, 1+ ) } k jI N,使得 l im

k jI N, jy + ]
+ e(xk j

, 1) + = 0.

由于 in f{ Bk } = Bm in > 0,由引理 2和 ( 19)式,有

lim
k jI N, jy+ ]

+ e(xk
j
, 1)+ [ lim

k jI N, jy+ ]

+ e(xk
j
, Bk

j
) +

m in{1, Bm in }
= 0.

因为K (# )又是下半连续的,对任意的 y I K (�x ),存在 yk I K (xk )使得 lim
k jI N, jy + ]

yk j
= y.令 (2)式中 u:

)13)
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= xk j
- F (xk j

), w = yk j
I K (xk j

) 和 8: = K (xk j
),可得

{ yk j
- xk j

+ e(xk j
, 1) }

T
F (xk j

) - { yk j
- xk j

+ ( exk j
, 1) }

T
e(xk j

, 1) \ 0.

上式中令 j y + ] , 立得 ( y - �x )
T
F (�x ) \ 0.再由 y的任意性可知 �x是 ( QV I)问题的解.证毕.

4 数值实验

为了说明本文新算法的可行性和有效性, 我们考虑一个修改的 S tacke lberg-Courno-tN ash均衡问

题
[ 4]

,其中产品成本参数具体设置与文献 [ 4]中的设置相同. 同时, 我们将文献 [ 4] 中的算法 1(记为:

ZQX)与本文提出的算法 (记为: SAPM )进行比较. 所有程序都用 Matlab语言编写, 并在 HP台式机上运

行.整个实验中,我们设定弹性需求参数 G = 111, 而在 ZQX算法中参数设置为 C= 1, l = 015, L = 013和
Q= 1199; 本文 SAPM算法中参数设定为 H= 315, C= 1, l = 015, c = 0185, L= 019和 K = 1199.另外,计

算中我们设定最大迭代次数为 1 000次, 停机准则为 + e(x, 1) + = 10
- 6
.

两种算法最终得到 5个公司最大的利润分别为 ( 361932, 411818, 431706, 421659, 391179). 表 1给出了

不同初始点情况下,两种算法的计算迭代次数,函数值 F (# )的预估次数及运算 CPU时间的比较结果.从

表中我们也明显看出,新算法 SAPM较 ZQX更快速, 有效.

表 1 两种算法的迭代次数,函数值计算次数以及计算时间比较结果

Table1 Com parison of number of itera tions, function eva luations and CPU tim e of two m ethods

S tart ing po in t
Num. Iter. Num. Fun. E va.l CPU t im e/ s

ZQX SAPM ZQX SAPM ZQX SAPM

50* on es( 5, 1 ) 86 34 104 34 01043 01015

10* on es( 5, 1 ) 99 33 175 35 01046 01015

5* on es( 5, 1 ) 102 34 194 37 01048 01016

1* on es( 5, 1 ) 109 38 259 45 01053 01015

011* on es( 5, 1 ) 109 43 263 55 01031 01016

10* rand( 5, 1 ) 101 34 192 36 01047 01015

5 结论

本文主要通过构造一个新的下降方向,提出了一种改进的自适应投影法求解广义纳什均衡问题,并在

映射 F(# )是余强制的条件下,证明了算法的全局收敛性. 文中数值结果进一步说明了改进的有效性.
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