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[摘要 ] � 研究了带有极大值项的一阶中立型差分方程 �( xn + pn xn- k ) + qn m ax
s� [n - l, n]

rsx s= 0, n� N, 得到了方程非

振动解的渐近性的一些充分条件, 拓广了相关的研究工作.
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Abstrac t: Th is paper considers the first order neutral difference equation, � ( xn + pn xn- k ) + qn m ax
s� [n- l, n]

rs xs = 0, n� N.

Su fficient conditions for asympto tic behav ior o f nono sc illato ry so lu tions of the equation are obta ined, related research

w ork and results are ex tens ioned.
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� � 近年来, 带有极大值项的中立型微分方程引起了一些专家学者的广泛关注,并对此类方程的振动性

和非振动解的存在性等进行了研究, 见文献 [ 1, 2]等, 而相应的带有极大值项的差分方程的理论研究还

较少, 张广和高英在文献 [ 3]中讨论了方程

�( xn + pxn- k ) + qn m ax
s� [ n- l, n ]

xs = 0, n � N, ( 1)

得到了方程 ( 1)的非振动解的渐近性的若干充分条件.罗交晚等在文献 [ 4]中讨论了方程

�(xn + pnxn-k ) + qn m ax
s� [ n- l, n]

x s = 0, n � N ( 2)

的振动解和非振动解的渐近性, 得到了一些有意义的结果. 范彩霞等在文献 [ 5]中讨论了带极大值项的

一阶中立型差分方程

�( xn + pnxn- k ) + qn m ax
s� [ n- l, n ]

rsxs = 0, n � N ( 3)

的振动性, 其中 {pn }为实数列, { qn }为非负实数列,而 { rn }为非负不减的实数列, k, l � N = { 1, 2, � },

得到了方程 ( 3)所有解振动的若干充分条件, 推广并改进了文 [ 4]中的结果.本文讨论方程 (3)的非振动

解的渐近性,获得了一些充分条件,推广了文 [ 4, 5]的部分结果.

1� 定义和引理

定义 1� 方程 (3)的解是指满足方程 (3)的实数列 {xn }
�
n0
,方程 ( 3)的解称为非振动的, 如果它最终

为正或最终为负, 否则称为振动的.

定义 2� 称 �Zn = Zn+ 1 - Zn为向前差分算子.
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对 m, n � N, m < n, 记 [m, n ] = {m, m + 1, �, n }.

注 1� 若无特别说明, 本文所有不等式均对充分大的 n成立.

定义 3� 称条件 (H )成立, 如果

(H1 ) k和 l为正整数;

(H2 ) { pn }为实数列;

(H3 ) { qn }为非负实数列, { rn }为 ( 0, 1]上的非负不减的实数列;

(H4 ) �
�

n = n0

qn m ax
s� [ n- l, n]

rs = � .

令

Zn = xn + pnxn-k, ( 4)

则由 ( 3)可得

�Zn = - qn m ax
s� [ n- l, n]

rsx s. ( 5)

引理 1� 假设条件 (H ) 成立,

(� ) 若 p � pn � - 1, 且 {xn }是 ( 3)的正解,则 {Zn } 非增且 Zn < 0;

(� ) 若 p � pn � - 1, 且 {xn }是 ( 3)的负解,则 {Zn } 非减且 Zn > 0;

(� ) 若 - 1 � pn � 0, 且 {xn }是 ( 3)的正解,则 {Zn } 非增且 Zn > 0;

(� ) 若 - 1 � pn � 0, 且 {xn }是 ( 3)的负解,则 {Zn } 非减且 Zn < 0.

证明 � 这里仅证 ( � )和 ( � ), 采用与文 [ 4] 中的引理 1类似的方法, 其余可类证.

( � )因为 xn > 0, 由 ( 5)知, �Zn � 0, 即 Zn+1 - Zn � 0或 Zn+ 1 � Zn, 从而知 { Zn }非增. 假设 Zn >

0, 则由 p � pn � - 1及 ( 4)得, xn > - pnxn-k � xn- k, 可推出 rnxn � rn-kxn-k, 因此, 存在常数 m > 0, 使

得 rnxn > m, 故 m ax
s� [ n- l, n]

rsx s > m. 由 ( 5) 得, �Zn � - mqn, 因此对充分大的 n1, 有 Zn � Zn
1
- m�

n

s= n1

qs

m ax
s� [ n- l, n]

rs, 令 n � � , 利用 (H 4 ) , 知 Zn � - � , 这与假设矛盾, 故 Zn < 0.

(� )因为 xn > 0, 由 ( 5) 知 �Zn � 0, 从而 {Zn }非增. 假设 Zn < 0, 由 - 1 � pn � 0及 (4),有

xn � xn- k, ( 6)

从而 { xn }为有界序列及 {Zn }有界, 令 l im
n� �

Zn = L < 0, C = lim
n� �

in f rnxn, 不妨设 C > 0, 则对充分大的 n有

rnxn �
C
2
, 故 m ax

s� [ n- l, n]
rsxs �

C
2
, 与 (� )中同样可证 lim

n� �
Zn = - � , 这与 {Zn }有界矛盾, 因此, l im

n� �
inf rnxn

= 0, 并由 0 < rn xn � xn ( rn � ( 0, 1] ), 从而推出 lim
n� �

inf xn = 0, 即存在子序列 { n i }
�
i= 1, 使得 l im

i� �
n i = �

和 lim
ni� �

xn i- k = 0, 由 ( 6) 知 lim
n i� �

xni = 0, 因此 lim
i� �

Zni
= 0, 这与 lim

n� �
Zn = L < 0矛盾, 故 Zn > 0. 证毕.

2� 主要结果与证明

定理 1� 如果条件 (H ) 成立, l� k, 且存在实数 p1和 p2, 使得

- 1 < p1 � pn � p2, ( 7)

若 { xn }是 (3)的正解, 则 lim
n� �

xn = 0.

证明 � 仅就 - 1 < p1 < 0和 p2 > 0的情形证明, 其余情形可类证.以下分三步完成:

第一步证: Zn > 0.

由 ( 5)和 {Zn }非增, 假设 Zn < 0, 则存在常数 C > 0, 使得 Zn < - C且有 pn < 0, 因此

- xn- k < pnxn- k < xn + pnxn- k = Zn < - C,

由 ( 4)和 ( 5) 及 xn- k > C得, lim
n� �

Zn = - � , 因此, l im
n� �

supxn = � .

另一方面, 因为 Zn < 0,则由 ( 5)和 ( 7)知, xn < - pnxn- k < xn- k,这与 lim
n� �

supxn = � 矛盾,故 Zn > 0.

第二步证: lim
i� �

Zn i
= 0.

因为 {Zn }非增且 Zn > 0, 故有有限极限 L = lim
n� �

Zn � 0, 若 L > 0, 则由 (4)和 ( 7)得
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L < xn + pnxn- k � xn + p2xn- k � (1 + p2 )m ax {xn, xn-k },

故 m ax{xn, xn- k } >
L

1 + p 2

. 因为 l� k, 所以 m ax
s� [ n- l, n ]

rsxs � L�r
1 + p 2

, 其中 �r = m in
s� [ n- l, n]

{ rs }, 从而由 ( 5)和 ( H4 )

得, lim
n� �

Zn = - � , 这与 Zn > 0矛盾, 故 lim
i� �

Zn i
= 0.

第三步证: lim
n� �

xn = 0.

假设 {xn }无界, 则存在子数列 { n i }
�
i= 1 � { n}

�
n= 1,使得 lim

i� �
xni i = � , 且 m ax

s� [ n- l, n ]
rsxs = rn ixn i, 则

Zni
= xn i + pn ixni- k � xn i + p1xni- k � ( 1 + p1 ) xn i.

因为 1 + p1 > 0, 所以 l im
i� �

Zn i
= � , 这与 ( 2)矛盾, 故 { xn }有界. 令 d = lim

n� �
supxn, 则 d < � , 选择子数

列 { n j }
�
j= 1 � { n}

�
n = 1, 使得 lim

j� �
nj = � , lim

j� �
xnj = d, 因为 { xnj- k } 和 { pnj } 有界, 可选择子序列: { nt }

�
t= 1 �

{ nj }
�
j= 1, 使得 { pnt }和 { xn t-k }收敛, 则

0 = lim
t� �

Zn t
= lim

n� �
supxn + l im

t� �
pntxn t-k,

因此, 如果 lim
t� �

pnt � 0, 则 0 � lim
n� �

supxn � 0; 如果 lim
t� �

pn t < 0, 则

0 = lim
n� �

supxn + lim
t� �

pn txnt- k � (1 + lim
t� �

pn t ) lim
n� �

supxn � 0,

因此, lim
n� �

supxn = 0, 故 lim
n� �

xn = 0. 证毕.

以下将去掉定理 1中条件 l � k, 但需将条件 ( H4 ) 改为条件

(H5 ) �
�

n = 0
q
~

n = � , q
~

n = m in{ qn, qn+k }.

定理 2� 假设条件 (H1 ) - (H3 )成立, (H 5 )和 ( 7)成立, 如果 { xn } 为 (3)的正解, 则 lim
n� �

xn = 0.

证明 � 与定理 1一样分三步证明, 其中第一步和第三步与定理 1中的证明完全类似,下证第二步, 即

证 lim
n� �

Zn = 0.

由 ( 3)、( 5)式和 q
~

n的定义以及 0 < rn � 1, 可知,

�Zn - q
~

n- k m ax
s� [ n- l, n]

( psxs-k ) = - qn m ax
s� [ n- l, n ]

rsxs - q
~

n- k m ax
s� [ n- l, n ]

psxs-k �

- q
~

n- k [ m ax
s� [ n- l, n ]

xs + m ax
s� [ n- l, n]

( psxs- k ) ] � - q
~

n-k [ m ax
s� [ n- l, n]

( xs + psxs-k ) ] =

- q
~

n-k m ax
s� [ n- l, n ]

Z s = - q
~

n- kZn- l, (据引理 1{Zn }非增 )

因此

�Zn - q
~

n-k m ax
s� [ n- l, n ]

(p sx s- k ) � - q
~

n- kZn- l. ( 8)

假设 l im
n� �

Zn = c > 0, 则 Zn � c, 从而由 ( 8)式知

�Zn - q
~

n-k m ax
s� [ n- l, n ]

(p sx s- k ) � - c q
~

n- k,

对上式两边求和, 得

Zn - Zn 1
- �

n

s = n1

q
~

s-k m ax
v � [ s- l, s]

( pvxv- k ) � - c�
n

s= n1

q
~

s- k.

从而, 由 (H5 ) 知,

�
n

s = n
1

q
~

s-k m ax
v � [ s- l, s]

(pv xv-k ) = � .

又由 {pn }和 { rn } 有界, 故亦有:

�
�

n= n1

q
~

n-k m ax
s� [ n- l, n ]

rs-kxs- k = � ,

即有

�
�

n= n1- k

qn m ax
s� [ n- l, n ]

rsxs = � ,

由 ( 5)知, lim
n� �

Zn = - � , 产生矛盾. 故 l im
n� �

Zn = 0.

(下转第 22页 )
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2
j
�j +

432
cn

<
3
2 2

j- 1
�j- 1 +

432
cn

,

故

0 < �j < �0 +
432
cn

3
4

j

-
432

c2
j
n
,

因此 l im j�j = 0,故

1
c
� lim

j

13

20
+

1

24
�j- 1 -

1

18
�j +

3

c2
j

n
=

13
20
.

这与假设矛盾.证毕.
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� � 注 2� 在上述两个定理中, 当取 rs = 1时, 即可获得文 [ 4]中的定理 1和定理 2, 因此文 [ 4]中的定

理 1和定理 2可分别看成是本文定理 1和定理 2的特例.
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