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[摘要 ] � 1983年, Erd�s P, F reud R和 H egyv�ri N证明了对所有正整数的任一排列 a1, a2, a3, �, 有 lim in fi

( a
i
, a

i+ 1
)

i
� 61

90
. 本文将结果改进为 lim infi

( a
i
, a

i+ 1
)

i
� 13

20
.
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Abstrac t: In 1983, E rd�s P, F reud R and H egyv�ri N proved tha t lim in fi
( a i, a i+ 1 )

i
� 61

90
for any in finite perm utation

a1, a2, a3, � o f a ll positive integers. In th is pape r, a be tter upper bound lim infi
( ai, a i+ 1 )

i
� 13

20
w as g iven.
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� � 关于正整数排列已经有许多相关结果 [ 1-4]
. 1983年, Erd�s P, Freud R和 H egyv�riN [ 5 ]

证明了对所有正

整数的任一排列 a1, a2, a3, �,有 lim in fi
( a i, ai+ 1 )

i
� 61

90
和 l im supi

[ a i, ai+ 1 ]

i
� 1

(1 - log2)
. Sa ias

[ 6]
将其中

一个结果改进为 lim supi [ ai, a i+ 1 ] / ( i logi ) > 0.本文改进了另一个结果.

定理 1� 设 a1, a2, a3, �是所有正整数的任一排列,则

lim in fi
( ai, a i+ 1 )

i
� 13

20
.

1� 引理及预备结果

引理 1
[ 5] � 设 b1, b2, b3, b4, b5是不超过 n的不同自然数,则有

( b1, b2 ) � n

2
, ( 1)

( b1, b2 ) � n

3
� 或 � ( b2, b3 ) � n

3
, ( 2)

m in
1� i� 4

( bi, bi+ 1 ) � n

4
. ( 3)

假设定理 1不成立,则存在所有正整数的一个排列记为 a1, a2, a3, �满足:存在 c和N 0,对任意 i > N 0,

( a i, ai+ 1 ) >
1
c

i >
13
20

i.

取定一个 n >
4N 0

c
, 则对任意的 j � N,有

1

4
c2

j
n > N 0.因而对于任意的 i � 1

4
c2

j
n, 有
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a i � ( ai, a i+ 1 ) >
1
c

i. ( 4)

根据上式,当 i� c2
j
n时,有 a i > 2

j
n,所以

{1, 2, �, 2
j
n } � { a1, a2, �, a[ c2jn] }.

定义下列不交集合:

A j1
= a i | a i � 2

j
n,

2

3
c2

j
n < i � c2

j
n, i � N

*
,

A j
2

= a i | ai � 2
j
n,

1

2
c2

j
n < i � 2

3
c2

j
n, i � N

*
,

A j3
= a i | ai � 2

j
n,

1
3

c2
j
n < i � 1

2
c2

j
n, i � N

*
,

A j4
= a i | ai � 2

j
n,

1
4

c2
j
n < i � 1

3
c2

j
n, i � N

*
,

A j5
= ai | a i � 2

j
n, i � 1

4
c2

j
n, i � N

*
,

其中 N
*
是正整数集,则

{ 1, 2, �, 2
j
n } = �

5

l= 1
A jl,

所以对取定的 n和任意 j � N,有

2
j
n = �

5

l= 1
| A j l |. ( 5)

根据定义可证排列中不存在连续 5项都属于 A j4
.实际上,若存在 a i, a i+ 1, �, ai+ 4都属于 A j4

,根据定义

1

4
c2

j
n < i � 1

3
c2

j
n且 a i, ai+ 1, �, a i+ 4都不超过 2

j
n.由 (4)得 m in

0� l� 3
( ai+ l, a i+ l+ 1 ) >

1

c
i >

1

4
2

j
n.又根据 ( 3)

可得 m in
0� l� 3

( ai+ l, a i+ l+ 1 ) � 1

4
2

j
n,矛盾.因此排列中任意连续 5项至少有一项不属于 A j4

,所以

| A j
4

| � 4

5
1

3
c2

j
n -

1

4
c2

j
n + 4.

又 1

3
c2

j
n -

1

4
c2

j
n �

1

3
c2

j
n -

1

4
c2

j
n + 1,所以

| A j
4

| � 4
5

1

3
c2

j
n -

1

4
c2

j
n + 5. ( 6)

同理由 ( 1)、( 2)、( 4),可得排列中不存在相邻两项都属于 A j2
,不存在连续 3项都属于 A j3

,所以对任意

j � N,有

| A j
2

| � 1
2

2
3

c2
j
n -

1
2

c2
j
n + 2, ( 7)

| A j
3

| � 2
3

1
2

c2
j
n -

1
3

c2
j
n + 3. ( 8)

下面我们考虑 | A j1
|的上界.首先给出几个引理.

引理 2� 若 ai � A j1
, 则 a i | ai+ 1, ai | a i- 1.

证明 � 若 ai � A j1
,根据 A j1

的定义, ai � 2
j
n,

2

3
c2

j
n < i � c2

j
n. 由 (4)式, ( a i, ai+ 1 ) >

1

c
i >

2
j+ 1

3
n.若

ai� a i+ 1, 则 ( a i, ai+ 1 ) �
a i

2
� 2

j- 1
n, 矛盾.所以 ai | ai+ 1.同理可得 ai | ai- 1.

推论 1� 若 ai � A j1
, 则 a i+ 1 Aj1

, a i- 1 Aj1
.

由引理 2知 ai | a i+ 1,所以 ai+ 1 � 2a i = 2( ai, a i+ 1 ) >
2

j+ 2

3
n > 2

j
n, 所以 ai+ 1 A j1

.同理 a i- 1 A j1
.

引理 3� 若 ai � A j1
, a i+ 2 � A j1

,则 ai+ 1 > 2
j+ 1

n.
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证明 � 不妨假设 ai+2 > a i, ai记为 k1a, ai+ 2记为 k2a, 其中 ( k1, k2 ) = 1.若 ai | a i+ 2, 则 ai+ 2 � 2ai �

2( a i, ai+ 1 ) >
2

j+ 2

3
n > 2

j
n,又由 ai+ 2 � Aj

1
, 得 ai+ 2 � 2

j
n,矛盾. 所以 ai� ai+ 2,因而 k2 � 3. 由引理 2,得 a i+ 1 �

[ ai, a i+ 2 ] = k1k2a = k2ai � 3ai.又 a i � ( ai, a i+ 1 ) >
2

j+ 1
n

3
,故 a i+ 1 > 2

j+ 1
n.

设 A j1
= { ai1

, a i2
, �, a ih

},则集合 { a [
2
3

c2jn ]+ 1, �, a [ c2jn] }可以表示成以下不交子集的并:

{ a [
2
3

c2jn] + 1, �, a i1- 1 }, { a i1
, �, a i2- 1 }, �, { a ih- 1

, �, aih- 1 }, { aih
, �, a [ c2jn ] }.

记这些子集的元素个数为 ti0, ti1, �, tih.由推论 1,我们知道排列中不存在两相邻项都属于 A j1
,所以当

1 � l � h - 1时, til � 2,也即只有 ti0、tih 可能小于 2. 因此

A j1
= { a il

| til � 3, 1 � l � h } � { ail
| til = 2, 1 � l � h} � { a ih

}.

为了方便,我们记

�j =

�
ti l
�3

til

[ c2
j
n] -

2

3
c2

j
n

,

则有

# { ail
| til � 3, 1 � l � h } = �

t
i l
�3

1 � 1

3�t
i l
� 3

til = [ c2
j
n ] -

2
3

c2
j
n

1

3
�j.

又

1 - �j =

�
ti l
� 2

til

[ c2
j
n] -

2
3

c2
j
n

, ( 9)

同上易证

# { ai
l

| ti
l

= 2, 1 � l � h} =
1
2 �ti l= 2

1� l� h

ti
l
� [ c2

j
n] - 2

3
c2

j
n

1
2

(1 - �j ) , (10)

所以

| A j1
| � [ c2

j

n] -
2
3

c2
j
n

1
3
�j +

1
2

( 1 - �j ) + 1.

由于
1
3
�j +

1
2

(1 - �j ) < 1,所以

| A j1
| < c2

j
n -

2
3

c2
j
n

1
3
�j +

1
2

( 1 - �j ) + 2. (11)

下面我们重新考虑 | A j3
|的上界. 先考虑集合 { a[

2
3

c2jn ]+ 1, �, a [ c2jn] }中有多少项是大于 2
j+ 1

n的.前面我

们已经将集合表示成一系列不交子集的并,所以我们可以将集合中大于 2
j+ 1

n的项分成两类,第一类在不

超过两个元素的子集中,记为 m 1个;第二类在多于两个元素的子集中,记为 m2个.

对 1 � l � h - 1,若 ti
l
= 2,则 a i

l
� A j

1
, ai

l
+ 2 � A j

1
. 由引理 3,可得 a i

l
+ 1 > 2

j+ 1
n.这样

m 1 � # { a i
l
+ 1 | ti

l
= 2, 1 � l � h - 1} =

1

2 �til= 2

1� l� h- 1

ti
l
.

如前所讲,只有 ti
0
、ti

h
可能小于 2,所以 �

til
� 2

ti
l
最多比 �

ti l
= 2

1� l� h- 1

ti
l
多两项,因此

�
ti l

= 2

1� l� h- 1

ti
l
� �

ti l
� 2

ti
l
- 2,

由 ( 9), 有

m 1 � 1
2 �til� 2

til - 2 = [ c2
j
n ] - 2

3
c2

j
n

1
2

( 1 - �j ) - 1.
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另一方面, 对任意 0 � l � h, 若 til � 3, 记该子集中大于 2
j+ 1

n的有 t�il项.由 ( 2)、( 4),知 a [
2
3

c2jn ]+ 1, �,

a[ c2jn ] 中连续 3项至少有一项大于 2
j+ 1

n,所以

�若 til � 0(m od 3),则 t�il �
1

3
til.

�若 til � 1(m od 3),则 t�il �
1

3
( til - 1) � 1

4
til.

�若 til � 2(m od 3),由于 ail+ 1
� 2

j
n, 因此 a il+ 1- 1、a il+ 1- 2中至少有一项大于 2

j+ 1
n,所以 t�il �

1

3
( til - 2)

+ 1 >
1

3
til.

因此

m 2 = �
ti l
� 3

t�il �
1
4 �ti l�3

til = [ c2
j
n] -

2
3

c2
j
n

1
4
�j.

故对任意 j � N,有

# a i | a i � 2
j+ 1

n,
2
3

c2
j
n < i � c2

j
n, i � N

*
= [ c2

j
n ] -

2
3

c2
j
n - m 1 - m 2 �

[ c2
j
n ] -

2
3

c2
j
n

3
4
�j +

1
2

(1 - �j ) + 1 � c2
j
n -

2
3

c2
j
n

3
4
�j +

1
2

( 1 - �j ) + 3.

由 j的任意性, 知对任意 j � N
*

,有

# a i | a i � 2
j
n,

2

3
c2

j- 1
n < i � c2

j- 1
n, i � N

* � c2
j- 1

n -
2

3
c2

j- 1
n

3

4
�j- 1 +

1

2
( 1 - �j- 1 ) + 3,

即

| A j3
| � 1

2
c2

j

n -
1
3

c2
j

n
3
4
�j- 1 +

1
2

( 1 - �j- 1 ) + 3. (12)

2� 定理的证明

当 j = 0时,由 ( 6)、( 7)、(8)、(11),有

n = �
5

l= 1
| A 0l

| � cn -
2

3
cn

1

3
�0 +

1

2
(1 - �0 ) +

2

3
cn -

1

2
cn

1

2
+

1
2

cn -
1
3

cn
2
3

+
1
3

cn -
1
4

cn
4
5

+
cn
4

+ 12,

即

1

c
� 61

90
-

1

18
�0 +

12

cn
. (13)

对任意 j > 0,由 ( 6)、(7)、(11)、(12),有

2
j
n = �

5

l= 1
| A j l

| � c2
j
n -

2
3

c2
j
n

1
3
�j +

1
2

( 1- �j ) +
2
3

c2
j
n -

1
2

c2
j
n

1
2

+

1

2
c2

j
n -

1

3
c2

j
n

3

4
�j- 1 +

1

2
( 1 - �j- 1 ) +

1

3
c2

j
n -

1

4
c2

j
n

4
5

+
c2

j
n

4
+ 12 ,

即

1

c
� 13

20
+

1

24
�j- 1 -

1

18
�j +

12

c2
j
n
. (14)

由假设
1

c
>

13

20
及 ( 13)、( 14),我们有

�0 <
1

2
+

216

cn
, � � �j <

3

4
�j- 1 +

216

c2
j
n
,

于是
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2
j
�j +

432
cn

<
3
2 2

j- 1
�j- 1 +

432
cn

,

故

0 < �j < �0 +
432
cn

3
4

j

-
432

c2
j
n
,

因此 l im j�j = 0,故

1
c
� lim

j

13

20
+

1

24
�j- 1 -

1

18
�j +

3

c2
j

n
=

13
20

.

这与假设矛盾.证毕.
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� � 注 2� 在上述两个定理中, 当取 rs = 1时, 即可获得文 [ 4]中的定理 1和定理 2, 因此文 [ 4]中的定

理 1和定理 2可分别看成是本文定理 1和定理 2的特例.
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