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[摘要 ]  介绍了乘积纯正断面的概念, 研究了乘积纯正断面的一些性质以及乘积纯正断面的两个等价条件, 并

给出具有乘积纯正断面的正则半群的结构定理.
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  30多年来,关于正则半群的逆断面引起许多学者的研究兴趣
[ 1-7 ]

. 1999年, 陈建飞提出了纯正断面的

概念
[ 8]

. 纯正断面的许多性质与逆断面类似,如也具有乘积性.本文的主要工作是介绍和研究一类具有乘

积纯正断面的正则半群.

设 S是正则半群,且 S
0
是 S的子半群.我们常用以下记号,记 VS 0 (x ) = S

0
H V( x ),其中 V( x ) 表示 x

在 S中的所有逆元之集. 对任意 x I S, x
0 I VS 0 (x ), 我们记

I = { xx
0
: x I S, x

0 I VS 0 ( x ) }, + = { x
0
x: x I S, x

0 I VS 0 (x ) }.

称 S
0
为 S的逆断面, 如果对任意 x I S, | VS0 ( x ) | = 1(即对任意 x I S, S

0
与 V (x )恰有一个公共元 ).

称 S
0
为 S的纯正断面,如果以下条件成立:

( 1) P x I S, VS0 ( x ) X 5;

( 2) 若 x, y I S,且 { x, y } H S
0 X 5 ,则 VS 0 (x ) VS 0 ( y ) A VS 0 (xy ).

显然,如果 S
0
是 S的纯正断面,则由 (1)知 S是正则半群,由 ( 2)知 S

0
是 S的纯正子半群.称半群 S的

子半群 S
0
为 S的拟理想, 如果 S

0
SS

0 A S
0
.

下面我们直接给出本文中用到的两个结果:

引理 1
[ 9]  设 x是正则半群 S的一个元素, e I E (Rx ), f I E ( Lx ), 则 L e H R f含有 x的逆元 xc,使得 xxc

= e, xcx = f;

引理 2
[ 9]  设 x, y是同一 D类中的 D的元素,则 xy I Rx H Ly 当且仅当 Lx H Ry中含有幂等元.

本文采用文献 [ 2, 8-10]中的术语与记号.

1 乘积纯正断面

定义  设 S为正则半群, S
0
是 S的纯正断面, 则称 S

0
是具有乘积性的,如果
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对于 Px, y I S, Px0 I VS 0 ( x ), y
0 I VS 0 ( y ),都有 x

0
xyy

0 I E (S
0
),

其中 E ( S
0
)为 S

0
的幂等元带.

我们知道, 集合 I和 +是刻画具有逆断面正则半群和具有纯正断面正则半群的两个重要条件,同样也

可以用 I和 +来定义纯正断面的乘积性以及拟理想. 我们称正则半群 S的纯正断面 S
0
,

( 1) 是有乘积性的,如果 + I A E (S0
);

( 2) 是 S的拟理想, 如果 + I A S
0
.

由文 [ 2] ,我们有

引理 3 设 S是正则半群, S
0
是 S的纯正断面, 则 S

0
是 S的拟理想.

进而我们有

定理 1 设 S是正则半群, S
0
是 S的纯正断面.如果 S

0
是带,则 S

0
具有乘积性的充要条件是 S

0
为 S的

拟理想.

证明  由引理 3, 必要性显然成立.反之,若 S
0
为 S的拟理想, 则 + I A S

0
.因而, + I A E (S0

),又由 S
0

是带, 则有 E ( S
0
) = S

0
.因此, S

0
具有乘积性.证毕.

推论 1 设 S是正则半群, S
0
是 S的逆断面.如果 S

0
是半格,则 S

0
具有乘积性的充要条件是 S

0
为 S的

拟理想.

如果正则半群 S具有逆断面 S
0
,定义 G reen关系 L与 R如下:

(x, y ) I LZ x0
x = y

0
y, ( x, y ) I RZ xx 0

= yy
0
.

对于纯正断面 S
0
,我们有下面类似的结果:

引理 4 设 S是正则半群, S
0
是 S的纯正断面, 则 G reen关系 L与 R可由下式确定:

( x, y ) I LZ VS 0 ( x ) x = VS 0 (y )y, ( x, y ) I RZ xVS 0 (x ) = yVS0 ( y ).

证明  若 VS 0 ( x ) x = VS 0 ( y ) y,则对于任意 x
0 I VS 0 (x ), 存在 y

0 I VS 0 ( y )使得 x
0
x = y

0
y.因而, xLx

0
x

= y
0
yLy. 若 (x, y ) I L, 则对于任意 x

0 I VS 0 (x ), y
0 I VS 0 ( y ),我们有 yRyy

0
, yLxLx

0
x.由于 yy

0
, x

0
x为

幂等元,根据引理 1对于 y存在逆元 ycI Lyy0 H Rx0x使得 x
0
x = ycy.又由 x

0
Rx

0
xRycLyy0

Ly
0
,根据文 [ 10]

可得 ycI S
0
. 即对于任意 x

0 I VS 0 ( x ),存在 ycI VS0 ( y )使得 x
0
x = ycy,从而 VS 0 (x )x A VS 0 (y ) y.同理可

得 VS 0 ( y ) y A VS0 ( x )x.因此 VS 0 ( x ) x = VS 0 ( y ) y. 类似地可以证明另一结果.证毕.

定理 2 设 S是正则半群, S
0
是 S的纯正断面. 对于任意 e I E ( S ), VS 0 ( e) A E (S

0
),对于任意 x I S,

xcI V( x ),则对于任意 x
0 I VS 0 (x ), 存在 x

00 I VS 0 ( x
0
), 使得 x

00
x

0 I VS 0 ( xxc) = VS0 ( xx
0
), x

0
x

00 I

VS 0 (xcx ) = VS 0 ( x
0
x ), 且 x

00
I VS 0 (xc) = VS 0 ( xcxx

0
) = VS 0 ( x

0
xxc) = VS 0 (x

0
).

证明  若 x I S, xcI V( x ),由于 xxcRx,由 xxcVS 0 ( xxc) = xVS 0 ( x )可得存在 (xxc) 0 I Vs0 (xxc)使得

xxc( xxc)0 = xx
0
. 由假设知, (xxc) 0 I E ( S

0
). 因而, xx

0
(xxc) 0

= xxc( xxc) 0
( xxc) 0

= xxc(xxc) 0
= xx

0
且

( xxc) 0
xx

0
= ( xxc)0xxc( xxc) 0

= ( xxc) 0
, 从而 xx

0
L( xxc) 0

. 由 x
0
Lxx

0
, 可得 x

0
L( xxc) 0

. 由于 (xxc) 0 I

E (S
0
),则对于 ( xxc) 0 I VS0 ( (xxc) 0

),存在 x
00 I VS 0 ( x

0
),使得 x

00
x

0
= ( xxc) 0

(xxc) 0
= ( xxc) 0

,即 x
00
x

0 I

VS 0 (xxc).又由 x
00
x

0
I VS 0 ( xx

0
), 可得 x

00
x

0
I VS 0 (xxc) = VS 0 (xx

0
).同理可证存在 x

0c
I VS0 ( x

0
)使得 x

0
x

0c

I VS 0 (xxc) = VS 0 ( x
0
x ). 又由 x

0
x

00 I VS 0 ( x
0
x ), 可得 x

0
x

00 I VS 0 ( xcx ) = VS 0 ( x
0
x ).

由以上可得: x
00
xcx00

= x
00
xcxxcx00

x
0
x

00
= x

00
xcxxc( xxc) 0

x
00
= x

00
xcxx0

x
00
= x

00
x

0
x

00
xcxx0

x
00
= x

00
x

0
x

00

= x
00
, xcx00

xc= xcxxcx 00
x

0
x

00
xc= xcxxc( xxc) 0

x
00
xc= xcxx0

x
00
xc= xcx ( xcx ) 0

xc= xc.因而 x
00 I VS 0 ( xc).又

由于 xcxx0
x

00
xcxx0

= xcx (xcx ) 0
xcxx0

= xcxx0
x

00
xcxx 0

x
00
= x

00
x

0
x

00
xcxx0

x
00
= x

00
x

0
x

00
= x

00
, 即有 x

00 I
VS 0 (xcxx0

).同理可得 x
00 I VS 0 ( x

0
xxc).因此 x

00 I VS 0 (xc) = VS 0 ( xcxx
0
) = VS 0 ( x

0
xxc) = VS 0 ( x

0
).证毕.

定理 3 设 S是正则半群, S
0
是 S的纯正断面. 对于任意 e I E ( S ),如果 VS 0 ( e) A E ( S0

),则对于任意

x, y I S, V( x ) H V( y ) X 5 的充要条件是 VS 0 (x ) = VS0 ( y ).

证明  设 acI V( x ) H V( y ).由定理 2可得,对于任意 x
0 I VS 0 ( x ), y

0 I VS 0 ( y ),存在 x
00 I VS 0 ( x

0
),

y
00 I VS 0 ( y

0
),使得 x

00 I VS0 ( ac), y00 I VS0 ( ac).则有 VS0 ( x
0
) = VS 0 ( ac) = VS 0 ( y

0
).

设 x
00 I VS 0 ( x

0
) = VS 0 ( y

0
),则有

x
0 I VS 0 ( x ) H VS 0 ( x

00
) ] VS0 ( x ) = VS 0 ( x

00
),
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y
0 I VS 0 ( y ) H VS 0 ( x

00
) ] VS0 ( y ) = VS 0 ( x

00
),

因此 VS 0 ( x ) = VS 0 ( y ).充分性显然成立. 证毕.

定理 4 设 S是正则半群, S
0
是 S的纯正断面, 则 S

0
具有乘积性的充要条件是 S

0
为 S的拟理想且对于

任意 e I E ( S ), VS 0 ( e) A E (S
0
).

证明  若 S
0
具有乘积性,则对于任意 e I E ( S ), e

0 I VS 0 ( e),我们可得 e
0
= e

0
ee

0
= e

0
eee

0 I E ( S
0
).

从而, VS 0 ( e) A E (S0
).相反地,若 e I +, f I I, x I VS 0 ( ef ), 则有 ( fx e)

2
= fxe, ef I V( fx e) H S

0
,由假设可

得 ef是幂等元.因而, + I A E (S
0
),故 S

0
具有乘积性.证毕.

若正则半群 S具有乘积逆断面 S
0
, 设 3E ( S ) 4为由 S生成的幂等元正则子半群, 文 [ 1] 已经证明了

3E (S ) 4 = {x I S: x
0 I E ( S

0
) },对于纯正断面,我们有下面类似的结果:

定理 5 若正则半群 S具有乘积纯正断面 S
0
,则 3E ( S )4 = { x I S: VS 0 ( x ) A E (S

0
) }.

证明  设 x I S,若 VS 0 ( x ) A E ( S0
), x

0 I VS 0 (x ),则 x = xx
0
x = xx

0
x

0
x I 3E ( S )4.反之,若 VS 0 ( x )

G VS 0 ( y ) A E ( S
0
), 则 VS 0 ( xy ) A E ( S

0
).从而 xy在 S

0
中有幂等逆元. 设 x

0 I VS0 ( x ), y
0 I VS 0 ( y ),由于

S
0
是 S的乘积纯正断面,则 x

0
xyy

0 I E (S
0
),因而 y

0
x

0
xyy

0
x

0 I E (S
0
).又由 y

0
x

0
xyy

0
x

0 I V( xy ), 则可知

VS 0 (xy )含有惟一幂等元,且仅由幂等元构成. 证毕.

2 具有乘积纯正断面的结构定理

文献 [ 8]中,陈建飞给出了具有拟理想纯正断面正则半群的结构定理. 我们称映射 * B+ @ I y S
0
,

( K, i) y K* i为正则映射, 如果满足以下 3个条件:

( 1) P e, f I E
0
, e(K* i) f = ( eK)* ( if ),

( 2) 若 K I E
0
或 i I E

0
, 则 K* i = Ki,

( 3) 若 K
+
, i

* I E
0
且 K

+
RKLKc, i* L iRic,则 ( i

*
ic)VS 0 (Kc* ic) ( KcK+ ) A VS 0 ( K* i).

若将正则映射 * + @ I y S
0
换成 * + @ I y E

0
, 则可得具有乘积纯正断面的结构定理:

定理 6 设 ( I, S
0
, + )为三元组,且 * : + @ I y E

0
为正则映射,定义 I /R @S0

/R @ + /L的子集 #为:

# = { (R i, T (x ), LK ): v K
+
, i

* I E
0
, iLi

*
Rx, KRK

+
Lx },

其中 x I S
0
, R为 S

0
上的最小逆半群同余.定义 #的乘积为

( R i, T ( x ), LK ) (R i1
, T (x1 ), LK1

) = (R ia+
, T ( a ), La* K1 ),

其中 a = x ( K* i1 ) x1.则 #为具有乘积纯正断面的正则半群,且其乘积纯正断面同构于 S
0
.反之,每个具有

乘积纯正断面的正则半群均可以按上面方法构造.

证明  设 (R i, T ( x ), LK ) I W,由文 [ 8]知,对于 i, KI E
0
,有 (R i, T (x ), LK ) I E (W )Z x = xKix.由

于, (R i, T ( x ), LK )
2
= (R i( xKix)

+
, T ( xKix ), L (xKix )

*
K ), 若 x = xmbda ix,则有T (x ) = T ( xKix ), 由 iRxRx+,则

有 R i( xKix ) + = R ix+
= Rx+ = R i.同理, L ( xKix )* K = LK.因此有 (R i, T ( x ), LK ) I E (W ). 反之,若 (R i, T (x ), LK )

I E (W ),则有T ( x ) = T (xKix ).设 xc为 x与 xKix的共同逆元,则 xcxKixxc= xc,从而有 xxcxKixxcx = xxcx,

因而 xKix = x.

设 k = (R i, T (x ), LK ), l = (R j, T ( y ), LL) I #, 且 (R ic, T (xc), LKc ) I VW ( k ), (R jc, T ( yc), LLc) I

VW ( l ), 其中 T (xc), T ( yc) 分别为 T ( x ), T (y )在 S
0
/R中的逆元,因而对于 ic, Kc, jc, LcI E

0
,有

(R ic, T ( xc), LKc) (R i, T ( x ), LK ) (R j, T ( y ), LL ) (R jc, T ( yc), LLc ) =

(R ica
+
, T ( a ), La

*
K ) (R jb

+
, T ( b), Lb

*
Lc ) = (R ica

+
c
+
, T ( c), L c

*
b
*
Lc ) I W,

其中 a = xc( Kc* i )x = xcKcix, b = y (L* jc) yc= yLjcyc, c = a ( a* K* jb+ ) b = a ( K* j ) b,

cc* b* Lcica+ c+ c = cb* Lcica+ c = a ( K* j ) bb* m Lcica+ a( K* j) b =

xcKcix ( K* j) yLjcycLcicxcKcix ( K* j) yLjcyc= xcKcix ( K* j) yLjcycxcKcix ( K* j) yLjcyc.

由于 Lc, icI E
0
且 icRxc, LcLyc, 则有 cc* b* Lcica+ c+ c = cc,因此, xcKcix I xE

0
x A E 0

.同理, 由于 x,

xcI S
0
,且 S

0
为纯正半群,则有 yLjcycI E

0
.因而有, c = xcKcix ( K* j )ymujcycI E

0
E

0
E

0 A E0
.又由于 S

0
为

S的纯正半群,因此, VW ( k ) klVW ( l ) A E (W ),且 W是 #的乘积纯正断面.

相反地,若 S为正则半群, S
0
为 S的乘积纯正断面. 对于任意 ( K, i) I + @ I,按定义记 K* i = Ki,则由
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S
0
为 S的乘积纯正断面可得 K* i I E

0
.证毕.

下面,我们给出两个关于 2 @ 2矩阵的例子.例 1表明正则非纯正半群具有乘积纯正断面,且其纯正断

面亦非逆断面.例 2中,我们研究非奇异实 2 @ 2矩阵上的半群 sing2@2R,并记 sing
*
2 @2R为 2阶非奇异实方阵

的子集.例 2表明一纯正半群具有乘积纯正断面,且其纯正断面既不是其纯正半群也不是其逆断面.

例 1 设 F为 2阶方阵上的域, S定义为

S =
1 1

1 1
,

1 0

1 0
,

1 1

0 0
,

1 0

0 0
,

0 0

0 0
S {a, b, c, d, e}.

则 a为 S的惟一非幂等元,且 d I V(a ).因而 S为正则半群.但由 bc = a易知, S不是纯正半群.我们有,

V (a) = {d }, V (b ) = {d, b}, V ( c) = {d, c} V(d ) = {d, a, b, c }, V ( e) = { e}.

设 S
0
= {b, d, e},则 S

0
是 S的纯正子半群.容易验证, S

0
是 S的纯正断面.我们构造 I = {b, d, e }, + =

{b, c, d, e},且 + I = {b, d, e},因此 S
0
是 S的乘积纯正断面.

例 2 设 S为 sing
*
2 @2R的子集,

S = {
x y

0 0
: x, y I R, x X 0},

则按矩阵的乘法 S为半群.容易验证
x
- 1

0

0 0
,
x
- 1

x
- 1

0 0
I V(

x y

0 0
),从而 S为正则半群.由于 S的幂等

元为
1 y

0 0
, 因而 S是纯正半群.

设

S
0
= {

x 0

0 0
,
x x

0 0
, x X 0}.

则 S
0
为 S的纯正子半群, 并且有

V
x y

0 0
H S

0
=

x
- 1

0

0 0
,
x
- 1

x
- 1

0 0
.

可以验证, S
0
是 S的纯正断面.我们可以构造

I = {XX
0
: X I S } =

1 0

0 0
= E (S

0
),

+ = {X
0
X: X I S } =

1 z

0 0
: z I R = E (S ).

容易验证 + I = E (S
0
),因此, S

0
为 S的乘积纯正断面.
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