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[摘要 ]  给出了 Bayes条件下非线性模型的参数估计, 建立了该模型的几何结构, 推广了 Bates & W a tes关于非

线性回归模型的几何框架,在此基础上, 用几何方法探讨了关于参数与子集参数置信域的曲率表示.
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  E fron
[ 1]
首次利用几何方法研究了估计量的渐近理论, 促使统计学在上世纪 80年代飞速发展. B ates

and W atts
[ 2]
在 Euclid空间引入了非线性回归模型的曲率度量,由于 Euclid空间比较直观, 回归模型更加

重要, 许多人沿着这一方向进行了卓有成效的研究工作. H am ilton等
[ 3]
利用 B ates和W atts

[ 2]
的几何结构,

研究了参数的置信域,获得了似然置信域的曲率表示. H am ilton
[ 4]
获得了基于似然比和子集参数置信域的

曲率表示.唐年胜、韦博成、王学仁
[ 5]
对非线性再生散度模型在 Euclid空间建立了几何结构, 并研究了该

模型参数和子集参数的 3种置信域. Zhong
[ 6]
对非线性随机效应模型在 Euclid空间建立了几何结构, 并研

究了该模型参数和子集参数的 3种置信域. 本文在 Bayes条件下对非线性回归模型建立了类似 Bates和

W atts的几何结构,在此基础上讨论了 Bayes条件下非线性模型的参数与子集参数的置信域的曲率表示.

1 Bayes条件下非线性模型的参数估计

Bayes条件下非线性回归模型可表示为:

Y = f (X, B) + E, E~ N ( 0, R
2
In ), B ~ N (0, R

2
2 ), ( 1)

其中, Y = (y1, y 2, ,, yn )
T
是 n @ 1观测向量, 2为 p @ p阶正定阵, B = (B0, B1, ,, Bp- 1 )

T
为 p @ 1未知参

数向量, E为 n @ 1随机误差向量.模型 (1)关于 Y和 B的联合概率密度函数可以表示为

f ( Y; B, R
2
) = f Y (Y | B, R

2
) pB ( B | R

2
) =

1

( 2PR )
n+ p
| 2 |

1
2

e
-

1

2R2
+ Y- f(X, B)+ 2-

1

2R 2
BT2 - 1B

. ( 2)
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模型 (1)的对数联合概率密度函数可以表示为

l( Y; B, R
2
) = - ln( ( 2PR)

n+p
| 2 |

1
2 ) -

1

2R
2 [ + Y - f (X, B) + 2

+ B
T
2
- 1
B] =

- ln ( 2PR )
n+p

| 2 |
1
2 -

1

2R
2 [ ( Y- f (X, B) )

T
(Y - f (X, B) ) + B

T
2
- 1
B] . ( 3)

( 3)式对 B求导,得到模型的 Score函数为

l
#

(B) =
1

R
2 (D

T
B [ Y - f (X, B) ] - 2

- 1
B),

进一步可写成

l
#

( B) =
1

R
2 (D

T
B 2

-
1
2 )

Y - f (X, B)

2
-

1
2 B B̂

, ( 4)

其中 D B =
5f (X, B)

5B
.模型 ( 1)的观察信息阵为

- l
&
( B) =

1

R
2 (D

T
B DB + 2

- 1
) -

1

R
2 [ e

T
] # [W ] , ( 5)

其中 e =
Y - f (X, B)

2
-

1
2 B

为 n + p维向量,W =
52
G( B)
5B5BT 为 ( n + p ) @p @p的立体矩阵, G(B) =

f (X, B)

2
-

1
2 B
为

n + p维向量,方括号乘积 [# ] [# ]可参见 [ 7].

2 非线性回归模型的几何结构

对于模型 (1), 参数 B的估计满足方程 ( 4), 若记 D =
D B

2
- 1

2
( n+p ) @p

, 且 D 在 B处记值, e =

Y - f (X, B)

2
-

1
2 B ( n+p ) @1

, 则 (4)式变为:

l
#

( B) =
1

R
2D

T
e = 0,

即有

D
T
e = 0 . ( 6)

在 R
n
欧氏空间中, 两个向量 a和 b的内积为 (a, b) = a

T
b, ê垂直于 D ( B̂)列向量生成的子空间,因而

垂直于曲面 G =
f(X, B)

2
- 1

2 B
的切空间.由此, 我们提出以下几何结构:

在 R
n+p
欧氏空间中,定义 p维曲面 P: G =

f (X, B)

2
-

1
2 B ( n+p ) @1

. 令

Ca BCa ( t ) = G( B1, ,, Ba- 1, Ba + t, Ba+1, ,, Bp ), a = 1, ,, p.
其中 t是实数, Ca称为 P在 B处的坐标曲线.显然 Ca ( t)在 B(即 t = 0) 处的切向量为 Ca ( t)在 t = 0处

的导数Ca

#

( 0). 易见, Ca

#

(0) ( a = 1, 2, ,, p )正是 D ( B) =
5G( B)
5BT 的列向量.由坐标曲线 Ca ( t)的切向量

Ca

#

( 0) ( a = 1, 2, ,, p )生成的子空间称为 P在 B处的切空间, 记 TB. 假定 D (B)为列满秩阵,则 TB是 R
n+p

的 p维线性子空间,并且可认为是 P在 B处的线性逼近.令 TB的法空间为T cB,则TcB是 R
n+p
的 n维线性子

空间, 我们能得到 TB和 T cB的正交基.在上述内积意义下,设 D的 DR分解为

D = (Q, N )
R

0
= QR , ( 7)

其中 R为 p 阶具有正对角元的上三角矩阵, Q, N分别为 ( n + p ) @ p和 ( n + p ) @ n阶列正交矩阵,其列向

量构成 P在 B处的切空间和法空间的标准正交基, 即 Q, N满足

)28)
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Q
T
Q = Ip, Q

T
N = 0, N

T
N = In, ( 8)

其中 Ip和 In分别表示 p阶和 n阶单位矩阵.

定义模型 (1)的固有曲率立体阵 A
I
和参数效应曲率立体阵 A

P
分别为

A
I
= [N

T
] [U ], A

P
= [Q

T
] [U ] , ( 9)

其中 L = R
- 1
, U = L

T
WL, W =

52
G(B)

5B5BT , [# ] [# ]表示矩阵与立体阵的方括号乘积.

由立体阵的乘法可知,这个定义中的 A
I
和 A

P
分别是 n @ p @p, p @p @ p阶立体阵. 通过参数变换 C=

R ( B- B0 ), 我们能清楚理解这个定义的几何意义.

令 B = B( C) = LC + B0,故 G (B( C) ) 关于 C的前二阶导数分别为

5G
5CT =

5G
5BT

5B
5CT = DL = Q,

52
G

5C5CT =
5B
5CT

T 52
G

5B5BT

5B
5CT = L

T
WL = U.

上式表示在 ( 9)式中的立体阵 U是 G( B(C) )关于 C的二阶导数,而 G( B( C) )的一阶导数正是 Q且

构成 P在 B的切空间的标准正交基.因而 ( 9)式定义的 A
I
和 A

P
分别是二阶导数 U在法空间T cB和切空间

TB的投影.

令 A
I
= (A

I

kij ), A
P
= (A

P

aij ), U = (Uij ), N = (Nk )及 Q = (Qa ), k = 1, ,, n - p; a, i, j = 1, 2, ,, p,
则 Uij表示立体阵 U在 ( i, j)处的 n @ 1维向量,及 Nk和 Qa分别是法向量和切向量的第 k个和第 a个正交

基向量.因而 A
I

kij = N
T
k Uij和 A

P

a ij = Q
T
a Uij是 Uij在 N k和 Qa的投影. 这个几何意义与通常的微分几何的

曲率定义一致. 因而曲率立体阵 A
I
和 A

P
确定了 P在 B处的几何特征, 并且它们为模型的非线性强度提供

了合适的度量.

正如 B ates and W atts
[ 2]
指出的那样, 立体阵 A

I
和 A

P
是刻画模型非线性强度的主要指标, A

I
是模型固

有的数量特征,与参数的选择无关,而 A
P

则依赖于参数.模型的统计性质与两个曲率立体阵有紧密关系,

例如参数的置信域就可以由这两个立体阵表出.曲率立体阵 A
I
和 A

P
满足

[N ] [A
I
] + [Q ] [ A

P
] = U . (10)

以后的讨论将以上面定义的几何结构为基础.

3 参数置信域的曲率表示

311 参数的似然置信域的曲率表示
  对于模型 ( 1),给定水平 A,则参数 B的水平为 1 - A的置信域就是参数空间 B中的一个区域,它满足

PB { B: B I C (Y ) } \ 1 - A. (11)

关于参数的置信域,常用基于似然比检验统计量的似然置信域, 对模型 (1) 参数的似然置信域可表

示为

C( Y) = { B: LR (B) [ Q
2
(A) } , (12)

其中 LR ( B) = 2{ l( B̂) - l( B) }. LR (B) 有渐近 V
2
分布,所以 Q

2
( A) = V

2
( p, A).

对模型 ( 1), 由于 f (B) 是 B的非线性函数, 置信域 C( Y)在参数空间中的形状是相当复杂的.为了解

置信域的性质, 正如 H am ilton等
[ 3 ]
指出的那样, 获得一个直观和容易理解的置信域的近似表达是相当有

价值的.为此常常需要进行参数变换. 例如, 令 t = t( B), t属于某一个空间 T, 使得参数空间 B中的区域

C ( Y)对应于 T中的某一个区域 K ( Y), 并且有

PB {B: B I C( Y) } = PB {B: t (B) I K ( Y) } , (13)

而 K ( Y)在 T中的形状相对比较简单,这样就可以通过 T中的置信域 K ( Y)以及变换关系式 t = t(B) 来

了解原参数空间 B中的置信域 C (Y )的性质.对正态非线性回归模型和指数族非线性模型, H am ilton等
[ 3]

和W ei
[ 7]
已经成功地给出了一个从参数空间 B到切空间的 1 - 1变换,由此获得了置信域在切空间的投

影,该投影为由模型的曲率表示的椭球.对正态非线性模型可使用类似的方法导出置信域. 由于切空间是

一个线性子空间,而且又是 P的线性近似, 因而置信域在其中的投影往往比在原参数空间更加简单清楚,

)29)
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我们可以作一个参数空间到切空间的变换. 在参数空间中, 点 B和 B̂分别映射到 P上的 G( B) 和 G( B̂).

G( B) - G ( B̂)在 P上的切空间的投影可记为 t (B) = QQ
T
( G( B) - G( B̂) ), 其中 Q在 B̂处记值 (在这一节

所有的量,例如 Q, D, R等都在 B̂处记值 ). 如果取 Q的列向量作为在 P处切空间的正交基,那么 t( B)在切

空间投影的坐标为

N(B) = Q
T
( G( B) - G( B̂) ) . (14)

作为一个新参数, N= N( B)有良好的性质, N= N( B)表示一个从参数空间到切空间的非线性映射,它
把 P和切空间联系在一起, 坐标 N为 P及其渐近线提供了一个自然的参考系统.使用二阶逼近,我们能构

造参数 B由坐标 N= N(B)表示的置信域.类似于 ( 14)式的变换曾经被 H am ulton等
[ 3 ]
使用.在 B̂的某个

邻域内,变换式 ( 14)是 1 - 1映射.当 B = B̂时, N= 0.我们用 B = B( N)表示 N= N(B) 的逆映射.

为简单起见, 当考虑 B = B(N) 时, 我们把对数似然 l (B) 和似然比统计量 LR (B) 记作 l( N) 及

LR (N). 类似地,当 B= B̂即 N= 0,我们把 l( B̂), lc( B̂), ld( B̂), 记作 l( 0), lc( 0), ld(0),利用参数 N= N(B)

表示 B,我们可获得 LR (N) 的一个二阶逼近.为此,需要如下引理.

引理 1 对模型 ( 1),且满足 [ 7]中的正则条件,则 ( 14)式中的 N( B)及 B(N)在 B̂处的导数可表示为:

5N
5BT = R;  52

N
5B5BT = R

T
A
P
R , (15)

5B
5N

T = L;  52
B

5N5N
T = - [L

T
] [ A

P
] . (16)

引理证明参看 [ 6] ,由此可得如下定理.

定理 1 对模型 (1),且满足 [ 7]中的正则条件,则参数 B的 100( 1- A)% 似然置信域在 B处切空间
映射的二阶近似可表示为

K ( Y) = { B: N
T
(B) ( IP - B )N( B) [ R

2
V

2
(p, A) = R

2
Q

2
(A) } , (17)

且 IP - B > 0, 其中 B = [ e
T
( B)N ] [A

I
] ,且在 B̂处记值, V

2
(p, A)是 V

2
分布的分位数.

证明  使用变换 ( 14)式, (12)式中的似然比统计量可表示为

LR ( B) = LR ( N) = - 2{ l( N) - l( 0) } . (18)

把 ( 18)式在 N= 0处进行二阶 Tay lor展开可得

LR ( B) U - N
T
( B) ld( 0)N( B) - 2( lc( 0) )T

N(B) , (19)

其中 lc( 0) = 5l(N)
5N

, ld(0) = 52
l( N)

5N5NT 在 N= 0(即 B = B̂)处记值.由于

5l( N)
5N

=
5B
5N

T

T 5l (B)
5B

,

52
l( N)

5N5NT =
5B
5NT

T 52
l( B)

5B5BT
5B
5NT +

5l( B)
5B

T 52
B

5N5NT ,

由 ( 1)可得

lc( 0) = L
T
lc( B̂) = 0,  ld(0) = L

T
ld( B̂) L,

因此由 ( 19), 我们有

LR ( B) U N
T
( B) { - ld( 0) }N( B) = N

T
(B)L

T
{ - ld( B̂) }LN(B) . (20)

由 D = QR, 则 D
T
D = R

T
R.由此可得

- ld( B̂) =
1

R
2 {D

T
( B̂)D ( B̂) - [ e

T
( B̂) ] [W ( B̂) ] } =

1

R
2 {R

T
( IP - [ e

T
( B̂) ] [U( B̂) ] )R }. (21)

由于 e
T
( B̂)D ( B̂) = e

T
( B̂)QR = 0, 则 e

T
(B)Q = 0, 由此可得

[ e
T
( B̂) ] [U ( B̂) ] = [ e

T
( B̂) ] [ (NN

T
+ QQ

T
) U] = [ e

T
( B̂)NN

T
] [U ] = [ e

T
( B̂)N ] [A

I
] = B,

因此有

- ld( B̂) = 1

R
2 {R

T
( IP - B )R } , (22)

把 (22)式带入 (20)式即可得到 (19)式.由于 B̂是极大似然估计,因此 - ld( B̂) > 0, 由此可得 IP - B > 0.

)30)
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( 17)式表示,似然置信域在切空间投影的二阶近似是一个在坐标 N下的椭球,并且这个椭球只与固

有曲率有关,与参数效应曲率无关.矩阵 B称为有效残差曲率阵.

312 子集参数的置信域

给定模型 (1),今考虑模型的某个子集参数的置信域, H am ilton
[ 4]
最早研究了子集参数的置信域,不失

一般性,可设 B
T
= ( B

T
1, B

T
2 )

T
,其中 B1为多余参数, B2为有兴趣参数,维数分别为 k和 q.由于多余参数 B1的

存在, 寻求参数 B2的置信域要比一般情况困难. 分两步:第一、找出参数 B2的某些置信域;第二、映射到切

空间并进行二阶近似.为此,我们首先把一些量按 B的维数进行划分:

N
T
(B) = ( N

T
1 ( B), N

T
2 (B) )

T
, D ( B) = (D1 ( B), D 2 ( B) ), R = (R ij ), B = (B ij ), i, j = 1, 2.

下面我们也会用到其他一些量的类似分块划分.

与 ( 12)式类似, B2的似然置信域可表示成

CS ( Y ) = {B2: LRS ( B2 ) [ Q
2
S (A) }, (23)

其中

LRS = 2{ l ( B̂) - l( B
~

) } , (24)

这里 B
~

= (B
~ T

1 (B2 ), B
T
2 )

T
; B

~

( B2 ) 是固定 B2时, B1关于 l( B1, B2 )的极大似然估计; Q
2
S ( A) = V

2
( q, A)是置

信水平.
为获得子集参数 B2的近似似然置信域,我们仍使用变换 ( 14)式, 在这种情况下, ( 14)式可表示成:

N
~

= N(B
~

) = Q
T
{ G(B

~

) - G( B̂) } , (25)

其中 N
~

= N( B
~

)是 B2的函数,利用 ( 24)和 (25) 两式,我们有如下定理.

定理 2 条件同定理 1,则子集参数 B2的似然置信域在切空间的二阶近似可表示为

K S ( Y) = { B2: N
~ T

2 ( B2 ) ( Iq - T ) N
~

( B2 ) [ R
2
Q

2
S (A) } , (26)

其中 T = B 22 + B 21 ( Ik - B 11 )
- 1

B 12, k = p - q, N
~ T
= ( N

~ T
1, N

~ T
2 )

T
.

证明  由 ( 20)、( 22) 及 (25)式可知,以下表达式在 B = B
~
处仍然成立

LRS ( B2 ) U 1

R
2 { N

~ T
( B

~
) ( IP - B ) N

~
( B

~
) } . (27)

为了化简该等式,我们先求 N
~

1和 N
~

2的近似关系式. 事实上,由 ( 14)式和 (25)式可得

N= Q
T
( G( B) - G( B̂) ) U Q

T
D (B - B̂) = R (B - B̂),

N
~

= Q
T
(G( B

~

) - G( B̂) ) U Q
T
D ( B

~

- B̂) = R ( B
~

- B̂).
由于 R是上三角矩阵, 把上述两等式分块

N1

N2

U
R 11 R 12

0 R 22

B1 - B̂1

B2 - B̂2

,

N
~

1

N
~

2

U
R 11 R12

0 R22

B
~

1 - B̂1

B
~

2 - B̂2

,

由此可得

N
~

2 U N2 U R 22 ( B2 - B̂2 ).

另一方面,把 lc(B
~
)在 B̂处进行一阶 T ary lor展开并利用 ( 22)式可得

lc( B
~
) U ld( B̂) ( B

~
- B̂) = - 1

R
2 {R

T
( IP - B )R } (B

~
- B̂) U - 1

R
2 {R

T
( IP - B ) } N

~
,

因此

- L
T
lc( B

~
) U 1

R
2 ( IP - B ) N

~
. (28)

由于B
~

是极大子集参数似然估计, 即对任意 B2有

5l(B)
5B B~

=

5l (B)
5B1

5l (B)
5B2 B~

=

0

5l( B)
5B2 B~

,

)31)
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把上式代入 ( 28)式, 可得

L
T
11 0

L
T
12 L

T
22

0

5l( B)
5B2

U - 1

R
2

Ik 0

0 Iq
-

B 11 B12

B 21 B22

N
~

1

N
~

2

,

由此可得 ( Ik - B 11 ) N
~

1 - B 12 N
~

2 U 0,因而有

N
~

1 = ( Ik - B 11 )
- 1

B 12 N
~

2,  N
~

2 U N2, (29)

把上式代入 ( 27)式,可得

LR S (B
~
) U 1

R
2

N
~

1

N
~

2

T

Ik - B 11 - B 12

- B21 Iq - B22

N
~

1

N
~

2

=
1

R
2 N

~ T
2 ( B2 ) ( Iq - T ) N

~

2 (B2 ).

由此可知 (26) 式成立.

定理 2的表达式和几何意义是 H am ilton
[ 4]
关于非线性回归模型和W ei

[ 7]
关于指数族非线性模型中的

相应结果在指数非线性随机效应模型中的进一步推广.

根据韦博成
[ 8]
的结果,子集参数 B2的置信域可表示为

SC =
5l
5B2

T

J
22 5l

5B2 B= B~
, (30)

其中 J
22
是矩阵 J的逆矩阵 J

- 1
= (J

ij
)的左下角分块阵, i, j = 1, 2, J =

1

R
2D

T
D,对每一个 B2, SC有渐近

V
2
(q) 分布.为获得 SC的二次逼近,我们首先证明几个有用的引理.

引理 2 条件同定理 1,令

P = D (D
T
D )

- 1
D

T
,  P1 = D1 (D

T
1 D 1 )

- 1
D

T
1,

则对 Bayes条件下非线性模型 ( 1), ( 30)式的 SC能表示成

SC =
1

R
2 e

T
( B

~
) ( P - P1 ) e (B

~
) , (31)

其中, P, P1在B
~

处记值.

证明参看 [ 6] ,由此可得如下定理.

定理 3 条件同定理 2,则参数 B2的似然置信域在切空间的二阶近似为

K SC ( Y ) = { B2: N
~ T

2 (B2 ) ( Iq - T )
2
N
~

2 ( B2 ) [ R
2
Q

2
S ( A) } , (32)

其中 T与 N
~

2的意义与定理 2相同.

证明  利用引理 1和 2, 我们首先计算 e
T
( B

~

)P e( B
~

), 由上述分析, 容易得到

e
T
(B

~

) Pe (B
~

) = e
T
(B

~

)D (D
T
D )

- 1
D

T
e( B

~

) , (33)

其中 D在 N
~
(即 B = B

~
)处记值,为计算 e

T
(B

~
)D和 (D

T
D ), ( 33)经化简可得

e
T
( B

~

)P e (B
~

) = (L
T
D

T
e( B

~

) )
T
L

T
D

T
e( B

~

).

由 ( 28)式得

L
T
D

T
e( B

~
) = - ( Ip - B ) N

~
,

e
T
(B

~

) Pe (B
~

) U N
~ T
( Ip - B ) N

~

.

令 E 1 = d iag( Ik, 0)是一个 p @ p矩阵,则 D 1 = (D1, D 2 )E 1,因而容易得到

e
T
(B

~

) P1e ( B
~

) U N
~ T
( Ip - B )E 1 ( Ip - B ) N

~

.

因此由引理 2, 可得

SC U 1

R
2 N

~ T
( Ip - B ) ( Ip - E 1 ) ( Ip - B ) N

~

.

把 ( 29)式代入上式即可得到 ( 32)式.

以上得到的结果以及使用的方法与 H am ilton等
[ 3]
关于正态非线性回归模型的相应工作有一定的相

似之处,但讨论的模型不同.

)32)
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