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［摘要］ 证明了( 1) 每一个不含 4-6 圈，也不含距离小于 2 的三角形对，且每个 7-圈最多与一个三面相邻的平

面图是 3-可着色的; ( 2) 每一个不含 4-圈和 5-圈，且每个 6-圈或 7-圈不与长度小于 8 的圈有公共边的平面图是

3-可着色的．
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Abstract: This paper proveed the following sufficient conditions on 3-colorable plane graphs: ( 1) Let G be a plane graph
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我们所研究的图为有限简单图． 除特别声明，我们所使用的符号、概念都与［1］中一致．
设 G = ( V( G) ，E( G) ) 是图，v 是 G 的顶点，称 dG ( v) 和 NG ( v) 分别是 v 的点度和邻域． G 的最小度记

为 δ( v) ．
设 C: V( G) → { 1，2，…，k} 是从 G 的顶点集 V 到整数集 K 的一个映射，如果对于任意的 uv∈ E( G) ，

有 C( u) ≠ C( v) ，那么我们称 C 是 G 的一个 k-正常着色． 而使得 G 存在正常着色的最小的整数 k 称为 G 的

着色数，记作 χ( G) ． 同时，G 中的点 v 所着的颜色记为 C( v) ．
对 G 中的每个顶点 v，给定一个颜色的集合 L，记为 L( v) ，若对任意的 C( v) ∈ L( v) ，G 都存在正常着

色，则称 C 是 G 的一个 L 列表染色． G 的最小的列表染色数称为 G 的选色数，记为 χ l ( G) ． 显然，χ( G) ≤
χ l ( G) ．

设 G 是平面图． 记 F( G) 为 G 中面的集合． 若 f∈ F( G) ，f 的边界所包含的边数记为 d( f) ，其中割边计

两次; 边界所包含的点记为 V( f) ． 若 v∈ V( f) ，则称 v 与 f 相邻． 若两个面 f1，f2 有公共边，则称 f1 与 f2 相邻．
设 v 是图 G 的顶点，如果 d( v) = k 或 d( v) ≥ k，则称 v 是一个 k 度点 或 k+

度点． 类似的称 f∈ F( f)
是一个 k 度面或 k+

度面如果 d( f) = k 或 d( f) ≥ k．
对于平面图 G 中的圈 C，用 Int( C) 表示位于圈 C 中的点集; 用 Out( C) 表示位于圈外的点集． 若

Int( C) ≠且 Out( C) ≠，则称圈 C 为分离圈．
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设 d( v) = 3 且 v 是一个与三角形相邻的内部点，则称 v 为坏点．
Grtzsch 证明了每个不含 3-圈的平面图是 3-可着色的． 实际上，1976 年，Steinberg 猜想每个既不含 4-

圈也不含 5-圈的平面图是 3-可着色的． 随后，Erds 提出一个较 Steinberg 猜想稍弱的问题: 是否存在整数

k，使得每个不含 4 至 k 圈的平面图是 3-可着色的． Abbott 和 Zhou［2］
证明了不含 4 至 11 圈的平面图是 3-

可着色的． Borodin 等人
［3］

将 k 改进至 7． Xu［4］
证明了对于每个既不含 5-圈也不含 7-圈，且不含相邻 3-圈

的平面图是 3-可着色的． 由文［4］的结论，容易得到每个不含 4-，5-，7-圈的平面图是 3-可着色的．
设 Γ1 是不含 4-6 圈，也不含距离小于 2 的三角形对，且每个 7-圈最多与一个三面相邻的平面图集合;

Γ2 是不含 4-圈和 5-圈，且每个 6-圈或 7-圈不与长度小于 8 的圈有公共边的平面图集合．
本文将证明如下定理:

定理 1 G∈ Γ1，χ( G) ≤ 3．
定理 2 G∈ Γ2，χ( G) ≤ 3．

1 定理 1 的证明

为了证明上述结论，我们给出如下的结构引理:

引理 1 G∈ Γ1，δ( G) ≤ 2．
证明 假设结论不成立，即对于图 G∈ Γ1，δ≥ 3． 我们给 G 中的顶点和面赋一个初始的权重 w． 其中

对每个顶点 w( v) = 2d( v) － 6; 每个面 w( f) = d( f) － 6． 由 Euler 公式 | V( G) | － | E( G) | + | F( G) | =
2，于是有

∑
x∈V∪F

w( x) = ∑
v∈V

( 2d( v) － 6) +∑
f∈F

( d( f) － 6) = － 12．

如果我们经过一系列点和面的权重的相互调整，得到一个新的权重 w* ( x) ，x∈ V∪ F，那么必然还有

∑ w* ( x) = － 12． 而此时如果同时能保证对任意的 x∈ V∪ F，有 w* ( x) ≥ 0，那么我们将得到矛盾．

权重的调整将依照以下的规则:

( R) 每个 7 + -面转移 1 给相邻的 3 面．
注意到 δ( v) ≥ 3，w* ( v) = 2d( v) － 6 ≥ 0．
令 f 是 G 的一个 k-面． 由于 G 不含 4-6 圈，k≠ 4，5，6．
如果 k = 3，由 R，w* ( f) ≥ 3 － 6 + 3 × 1 ≥ 0．
如果 k = 7，由图 G 的选择，每个 7-面至多与一个 3-面相邻，由 R，w* ( f) ≥ 7 － 6 － 1 × 1 ≥ 0．

如果 k≥ 8，由图 G 的选择，f 至多与? k
3 」个 3-面相邻，w* ( v) ≥ k － 6 －? k

3 」× 1 ≥ 0．

至此，对于任意的 x∈ V∪ F，都有 w* ( x) ≥ 0． 于是

0 ≤ ∑
x∈V∪F

w( x) * = ∑
x∈V∪F

w( x) = － 12，

矛盾，结论得证．
引理 2 G∈ Γ1，χ l ( G) ≤ 3．
证明 反证法． 假设 G 是顶点最少的反例，即对于v∈ G，存在一个列表 | L( v) | = 3，使得 G 不是

L-可着色的，但是对于 G 的任何子图 H 满足 | H | ＜ | G | 均成立． 则 G 连通，否则考虑其连通分支即可． 由

引理 1，对于G∈ Γ1，δ( G) ≤ 2． 设 v 是 G 的 2 － -点，由 G 的最小性，H = G \v 是 L-可着色的，则 v 总是可

以得到和其邻点不同的颜色，从而将 H 的 L-着色扩充到一个 G 的 L-着色．
推论 1 G∈ Γ1，χ( G) ≤ 3．

2 定理 2 的证明

我们首先证明如下结论:

定理 3 设 G∈ Γ2，则 G 的每一个 6-11 圈的 3-正常着色 φ 都可扩充到 G．
证明 设 G 是边数和点数之和 | ( E( G) | + | V( G) | = σ( G) 最少的一个极小反例，即: G 不含 4-圈

和 5-圈，且每个 6-圈或 7-圈不与长度小于 8 的圈有公共边，存在 G 中的某一个 6-11 圈 f0的边界 D 的导出
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子图的 3-着色 φ 不可扩充到整个图 G．
引理 3 G 中不可能含有长度≤ 11 的分离圈 S．
证明 设 G 存在着长度≤ 11 的分离圈 S，则由 G 的极小性，可把 D 的正常着色 φ 扩充到 G \ Int( S) ，

再把得到的 S 的 3-着色扩充到 G \Ext( S) ，从而得到整个 G 的 3-着色． 矛盾．
引理 4 G 中圈长为 6-8 的圈不含有弦，圈长为 9-11 的圈不含有非三角形的弦．
证明 由于 G 不含 4-圈和 5-圈，且每个 6-圈或 7-圈不与长度小于 8 的圈有公共边，所以 G 中圈长

为 6-8 的圈不含有弦． 若 G 中圈长为 9-11 的圈含有非三角形的弦，则 G 中一定含有 4-圈或 5-圈，或者存在

某个 6-圈或 7-圈与长度小于 8 的圈有公共边，也与 G 的选取矛盾．
引理 5 D 是一个简单圈，无弦．
证明 若 D 不是简单圈，则 D 一定由两个长≤ 7 的圈相交形成，则 G 或者含有了 4-5 圈，或者存在了

某个 6-圈或 7-圈与长度小于 8 的圈有了公共边，与 G 的选取矛盾．
下证 D 无弦，由引理 4，若 D 有弦，则 9 ≤| D |≤ 11，且为三角形弦． 假设 uv 是 D 的三角形弦，wv ∈

E( G) ，wu∈ E( G) ． 删去点 w，在边 uv 间插入点 w'，得到 G'，显然 σ( G') ＜ σ( G) ，只要给 w' 适当的颜色，

则可将 D 正常着色扩充到 D' = ( D \ { uv，vw，wu} ) ∪ { vw'，uw'} ，再扩充到 G \Ext( D') ，从而得到图 G 的正

常着色．
综合上述引理，则 D 在 G 中界定一个面，不妨设 f0 为圈 D 界定的面且为 G 的外部面．
引理 6 G 是 2 连通的．
证明 不妨设 v 是 G 的一个割点，B 是 G 的一个包含 v 的悬挂块． 设 G' = G \ ( V( B) \v) ，则 G'∈ Γ2 ．

由 G 的选取，D 的着色 φ 总可以扩充到 G' 上． 并且由 G 的选取，B 总是 3-可着色的． 我们可以调整 B 的 3-
着色使得点 v 的着色与其在 G' 中所着的颜色一致，从而 φ 可以扩充到 G 上，这与 G 的选取矛盾．

引理 7 G 的每一个 2 度点都属于 D，且没有一个 2 度点与一个 3 面相关．
证明 不妨设 v 是 D 的一个 2 度点，且 v 不是 D 上的点，显然，G \v∈ Γ2 ． 故可把 D 的 3-着色 φ 扩充

到 G \v，而与 v 的邻点只有两个，最多使用两种颜色，则可以给 v 着以第三种颜色，从而可以扩充到整个图 G
的 3-着色． 矛盾． 若有一个 2 度点与一个 3 面相关，则 D 含有了弦，与引理 5 矛盾．

引理 8 G 中的 6-圈或 7-圈都不与三角形有公共边．
证明 否则与 G 的选取矛盾．
引理 9 除 f0 外，任何两个面都不可能正好拥有两条相邻的公共边．
证明 否则，或有割点，或有 2 度点．
一个四元组是一条路，T = v1v2v3v4，T ∈ Int( D) ，使得 d( v1 ) = d( v2 ) = d( v3 ) = d( v4 ) = 3，这里

…xv1v2v3v4x'…是在一个面的边界上，且有三角形 tv1v2，t'v3v4，这里 t≠ x'，t' ≠ x．
引理 10 G 中无四元组．
证明 假设 G 中有四元组 T = v1v2v3v4，删除 v1，v2，v3，v4 及其邻边，粘合 x 和 t，得到图 G* ，则 G* ∈

Γ2 ． 首先，G*
不含 4-，5-圈． 否则，设存在一个 4-或 5-圈 S* = xz1…zk t，3≤ k≤ 4． 那么 S = xz1…zk tv3v2v1

分割 t' 和 x，由 G 的选择，t 不在 S 上，所以 S 是一个长度≤ 11 的分离圈． 同理，G*
中不会产生新的 6-或 7-

圈，也不会有重边和环． 所以 G* ∈ Γ2 ．
由于 σ( G* ) ＜ σ( G) ，若 D 的着色 φ 不会被粘合 x 和 t 所破坏，则可以把 D 的着色 φ 扩充到 G* ，从而

扩充到 G． 方式如下: 按 v4，v3，v2，v1 这个顺序着色，则与 G 不是 3-可着色的矛盾．
现在证明 D 的着色 φ 不会被粘合 t 和 x 所破坏． 粘合 t 和 x，会有两种结果: ( a) 粘合了 D 中着以不同

颜色的点; ( b) 把 D 中着相同颜色的两个点连以了边． 总之，这两种情况都说明了 x 和 t 到 D 的距离之和最

多为 1．
设 D = d1d2…d| D| ，按照顺时针顺序递增排列，设 d| D| 是 D 中离 x 最近的点，而 dj 是离 t 最近的点，因

为 | D |≤ 11，所以 D 被 dj 和 d| D| 分成两条路 P1，P2，设 P1 = d| D| d1…dj，至多有 5 条边． 这条路与路

dj tv3v2v1xd| D| 相关，产生一个圈长至多为 11 的圈 C，分割 t' 与 v4，矛盾．
下面，我们将用权转移的方法证明反例 G 不存在，从而定理得证．
对于x∈ ( V( G) ∪ F( G) ) \ { f0 } ，令 w( x) = d( x) － 4，对于 f0，令 w( x) = d( x) + 4．

—51—

赵春红，等: 平面图 3 可着色的充分条件




由 Euler 公式 | V( G) | － | E( G) | + | F( G) | = 2，得∑
x∈V∪F

w( x) = 0．

定义如下权转移规则:

( R1 ) 每一个三面从其相关点处收获
1
3 ．

( R2 ) v 是与内部非三角形面 f 相关的顶点:

( a) 设 d( v) = 2，则 f 给予 v 点
2
3 ;

( b) 设 d( v) = 3，且 v 是内部点: 若 v 是坏点，则 f 给予 v 点
2
3 ，否则 f 给予 v 点

1
3 ;

( c) 设 d( v) ≥ 4: 若 v 是内部点且 v 不与 3-面相关，则 f 给予 v 点
1
3 ; 若 v 是内部点，v 与 3-面相关，且

f 与这个 3-面相邻，则 f 给予 v 点
1
3 ; 若 v 是外部点，与 3-面相关，但 f 与这个 3-面不相邻，则 f 从 v 点收获

1
3 ．

( R3 ) 外部面 f0 给 D 的每个点
4
3 ．

记每一个元素的新权重为 w* ( x) ，其中 x∈ V( G) ∪ F( G) ．
引理 11 v∈ V( G) ，w* ( v) ≥ 0．

证明 d( v) = 2，则 v∈ D 且不可能与一个 3-面相关，所以，由 R2 和 R3，有 w* ( v) = 2 － 4 + 2
3 + 4

3
= 0．

d( v) = 3． 若 v 是外部点，则 v 至多与一个三面相关，由 R3，v 可从外部面得到
4
3 ，由 R1，要给予相关的

三面
1
3 ，w* ( v) ≥ 3 － 4 + 4

3 － 1
3 = 0．

若 v 是内部点，如果 v 是坏点，则与 v 相关的面中必有 2 个非三角形的面，由 R1，R2，w* ( v) ≥ 3 － 4 +
2
3 × 2 － 1

3 = 0; 如果 v 不是坏点，由 R2，w* ( v) = 3 － 4 + 1
3 × 3 = 0．

d( v) = 4． 若 v 是外部点． 如果 v 与 1 个三面相关且三面与 D 相邻，则与 v 相关的另外 2 个面 1 个与三

面相邻，1 个与三面不相邻，由 R3，1 个面既无收获也不给予，1 个给予 f 面
1
3 ，则 w* ( v) = 4 － 4 + 4

3 － 1
3

－ 1
3 ＞ 0; 如果 v 与 1 个三面相关且三面不与 D 相邻，则与 v 相关的另外 2 个面既无收获也不给予，w* ( v)

= 4 － 4 + 4
3 － 1

3 ＞ 0; 如果 v 不与三面相关，由 R3，w* ( v) = 4 － 4 + 4
3 ＞ 0．

若 v 不是外部点． 如果 v 与 1 个三面相关，由 R1，v 要给予相关的三面
1
3 ，而与 v 相关的面中除这个三面

外必有 3 个非三角形的面，其中 2 个与三面相邻，1 个与三面不相邻，由 R3，1 个面既无收获也不给予，2 个

面给予 v 点各
1
3 ，w* ( v) = 4 － 4 － 1

3 + 1
3 × 2 ＞ 0． 如果 v 不与三面相关，w* ( v) = 4 － 4 = 0．

d( v) = 5． 若 v 是内部点，由 R1 和 R3，v 至多给 2 个 3-面
1
3 ，同时至多给 1 个非 3-面

1
3 ，w* ( v) ≥ 5 －

4 － 1
3 × 3 = 0． 若 v 是外部点，由 R1 和 R3，w* ( v) ≥ 5 － 4 + 4

3 － 1
3 × 5 = 0．

d( v) ≥ 6． 由 R1 和 R3，v 至多给予 d( v) 个
1
3 ，w* ( v) ≥ d( v) － 4 + d( v) × 1

3 ≥ 0．

引理 12 w* ( f0 ) ＞ 0．
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证明 由 R3 和 6 ≤| f0 |≤ 11，w* ( f0 ) = d( f0 ) + 4 － d( f0 ) × 4
3 ≥ 0．

引理 13 f≠ f0，w* ( f) ≥ 0．

证明 d( f) = 3，由 R1，w* ( f) = 3 － 4 + 3 × 1
3 = 0．

设 d( f) ≥ 8，若 f 与一个 2 度点 v 相邻，显然，由 R2，f 给予 v 点
2
3 ，且 f 与 D 相关的公共点中有 2 个点

的度≥ 3，这 2 个点也是 D 边界上 2 度点形成的最大路径的端点，且这 2 个点从面既不给予也不收获． 设由

这 2 个点划分的 D 边界上的另一段路径为 P，且最多 P 上的每个点的度都为 3，且都与 1 个三角形相邻，则

w* ( f) = d( f) － 4 + ( d( f) － 2) × 2
3 ≥ 0．

设 d( f) = 6 或 d( f) = 7，若 f 与 1 个 2 度点 v 相邻，显然，由 R2，f 给予 v 点
2
3 ，且 f 与 D 相关的公共点

中有 2 个点的度≥3，这2 个点也是 D 边界上2 度点形成的最大路径的端点，且这2 个点从面 f 既不给予也

不收获，设由这 2 个点划分的 D 边界上的另一段路径为 P，P 上的每个点都不可能与 1 个三角形相邻，所以

f 给予 P 上的点
1
3 ． 我们按 f 中 2 度点的个数分下列情况讨论:

( 1) f 中 2 度点的个数≤ 2，w* ( f) = d( f) － 4 － 2 × 2
3 － 2 × 1

3 ≥ 0 或者 w* ( f) = d( f) － 4 － 1 ×

2
3 － 3 × 1

3 ≥ 0．

( 2) f 中 2 度点的个数为 3． 若 d( f) = 6，则令 x 是 f 中不在 D 上的点，因为 d( x) ≥ 3，6≤| D |≤ 11，

则 G 中存在长度≤ 11 的分离圈，或者 G 含 4-圈，5-圈，或者存在 6-圈，7-圈与长度小于 8 的圈有公共边，

与 G 的选取矛盾． 若 d( f) = 7，w* ( f) = d( f) － 4 － 3 × 2
3 － 2 × 1

3 ≥ 0．

( 3) f 中 2 度点的个数为 4． 则 d( f) ≠ 6，否则，P∪ ( D \ f) 形成 5-7 圈，与 G 的选取矛盾． 若 d( f) = 7，

w* ( f) = d( f) － 4 － 4 × 2
3 － 1 × 1

3 ≥ 0．

( 4) f 中 2 度点的个数为 5． 同情况( 3) ． d( f) ≠ 6，7．
故，以下总假设非外部面上没有 2 度点．

设 d( f) = 6，由于 G 中的 6 面不与三面相邻，则 f 最多给每个点
1
3 ，则 w* ( f) ≥ 6 － 4 － 6 × 1

3 ≥ 0．

设 d( f) = 7，由于 G 中的 7 面不与三面相邻，则 f 最多给每个点
1
3 ，则 w* ( f) ≥ 7 － 4 － 7 × 1

3 ≥ 0．

设 d( f) = 8． 我们分下列情况讨论:

( 1) 若 f 给其至少 4 个点最多都是
1
3 ，或者至少有 2 个点从 f 处既不收获也不给予，则 w* ( f) ≥ 8 － 4

－ 4 × 2
3 － 4 × 1

3 ≥ 0 或者 w* ( f) ≥ 8 － 4 － 6 × 2
3 ≥ 0．

( 2) 若 f 中有 1 个点 v 属于 D，则该点不是坏点，d( v) ≥ 3． 若 d( v) = 3，则该点从 f 处既不收获也不给

予，且 f 中与 v 相邻的点中也有 1 个点属于 D，加上其他的 6 个点不可能都是坏点，w* ( f) ≥ 8 － 4 － 5 × 2
3

－ 2 × 1
3 ≥ 0．

若 d( v) ≥ 4，且 v 不与三面相关，则该点从 f 处既不收获也不给予，而其他 7 个点至少有两个点不是坏

点，w* ( f) ≥ 8 － 4 － 5 × 2
3 － 2 × 1

3 ≥ 0．

若 d( v) ≥ 4，且 v 与三面相关，我们分以下子情况讨论:
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( 21 ) f 与三面不相邻，则 f 从 v 收获
1
3 ，而另外 7 个点不可能都是坏点，则 w* ( f) ≥ 8 － 4 － 6 × 2

3 － 1

× 1
3 + 1 × 1

3 ≥ 0．

( 22 ) f与三面相邻，则点 v既无收获也不给予，而另外7 个点不可能都是坏点． 若有6 个坏点，必有4 个

三角形与 f 相邻，则另一点 u，必然 d( u) ≥ 4，则由 R2，f 从 v 收获
1
3 ，则 w* ( f) ≥ 8 － 4 － 6 × 2

3 + 1 × 1
3

≥ 0． 若有 5 个坏点，则另 2 个点最多从 f 面收获
1
3 ，则 w* ( f) ≥ 8 － 4 － 5 × 2

3 － 2 × 1
3 ≥ 0． 若只有 4 个

及其以下的坏点，则 w* ( f) ≥ 8 － 4 － 4 × 2
3 － 4 × 1

3 ≥ 0．

( 3) 不妨设 f 中的点都不属于 D，且或者有 6 个坏点，或者有 5 个坏点．

若 f 有 6 个坏点，则 f 必然与 4 个三面相邻，则另 2 个点的度≥ 4，则这 2 个点给予 f 面
1
3 ，则 w* ( f) ≥

8 － 4 － 6 × 2
3 + 2 × 1

3 ≥ 0．

若 f 有 5 个坏点，或者 f 与 4 个三面相邻，则另 3 个点的度≥ 4，则这 3 个点给予 f 面
1
3 ，则 w* ( f) ≥ 8

－ 4 － 5 × 2
3 + 3 × 1

3 ≥ 0． 或者 f 与 3 个三面相邻，则相关的 6 个点中必有 1 个点的度≥ 4，该点给予 f 面

1
3 ，则 w* ( f) ≥ 8 － 4 － 5 × 2

3 － 2 × 1
3 + 1 × 1

3 ≥ 0．

设 d( f) = 9． 由于 f最多可与4 个三角形相关，但由于G无四元组，所以不可能有连续的5 个坏点出现，

则 8 个公共点中必然有 2 个非坏点，则 w* ( f) ≥ 9 － 4 － 6 × 2
3 － 3 × 1

3 ≥ 0．

设 d( f) = 10． 由于 f 最多可与 5 个三角形相关，但由于 G 无四元组，所以不可能有连续的 5 个坏点出

现，则 10 个公共点中必然有 2 个非坏点，则 w* ( f) ≥ 10 － 4 － 8 × 2
3 － 2 × 1

3 ≥ 0．

设 d( f) = 11． 由于 f 最多可与 5 个三角形相关，最多拥有 10 个公共点，则剩下的 1 个点最多从 f 面处

收获
1
3 ，w* ( f) ≥ 11 － 4 － 10 × 2

3 － 1 × 1
3 ≥ 0．

设 d( f) ≥ 12． 最多 f 的每个点都从 f 面处收获
2
3 ，w* ( f) ≥ d( f) － 4 － d( f) × 2

3 ≥ 0．

根据前述几个引理，新权重之和大于零，说明极小反例 G 不存在，从而定理 3 得证．
推论 2 G∈ T2，x( G) ≤ 3．
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