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［摘要］ 讨论了疾病仅在食饵中传播的捕食者-食饵模型．假设捕食者只捕食染病的食饵种群，且疾病的发生率

为非线性的．本文首先讨论系统解的有界性，然后讨论系统平衡点的存在性及其存在时的稳定性，得到了边界平

衡点和正平衡点的全局稳定性．
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Abstract: In this paper，we study the predator-prey model with disease in the prey． Assume that the predator eats only

the infected prey，and the incidence rate of disease is saturated． First of all，we study the boundedness of solutions，then

we discuss the existence of equilibrium and its stability，and obtain the global stabilities of boundary equilibrium and pos-

itive equilibrium．
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近年来，关于有疾病传播的捕食者 -食饵模型，已有不少文献进行了研究，如文献［1-4］等． 在文献
［2］中作者研究了疾病仅在食饵中传播的如下模型:

dS
dt = rS 1 － S + I( )K

－ βSI，

dI
dt = βSI － 珔η( I) P － cI，

dP
dt = ( ε珔η( I) － d) P











 ，

( 1)

其中 S( t) ，I( t) ，P( t) 分别表示 t时刻易感食饵、染病食饵及捕食者数量，r，K，β，c，ε，d 均为正参数． 其生
态学意义分别为: r为易感食饵的内禀增长率，K为环境对食饵种群的容纳量，βSI为食饵种群中疾病发生
率，c表示染病食饵的死亡率，珔η( I) 表示捕食者对染病食饵的功能性反应函数，ε，d分别为捕食者捕食食饵
的转化率和捕食者的死亡率．
文献［2］讨论了系统 ( 1) 解的有界性、平衡点的全局稳定性、系统( 1) 的持续性与Hopf分支等结论．

在系统( 1) 中疾病的发生率为双线性的，但是有大量原因表明双线性发生率需作修改，例如饱和接触率或
饱和传染率更符合实际情况( 参见文献［5-9］等) ，本文考虑捕食函数为 珔η( I) = mI，具有饱和传染率的捕
食者 -食饵模型:

—52—

第 34 卷第 3 期
2011 年 9 月

南京师大学报( 自然科学版)
JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY( Natural Science Edition)

Vol． 34 No． 3
Sept，2011





dS
dt = rS 1 － S + I( )K

－ bI
1 + aI S，

dI
dt = bI

1 + aI S － mIP － cI，

dP
dt = ( εmI － d)











 P．

( 2)

类似文献［2，3］，本文未考虑捕食者对易感食饵的捕食，也未考虑染病食饵的出生率． 从生态学意义
出发，我们仅需在 R3

+ = { ( S，I，P) ∈ R3 : S≥ 0，I≥ 0，P≥ 0} 上对系统 ( 2) 进行讨论．为简化系统 ( 2) ，
我们作如下变换:

x = S
K，y = I

K，z = mP
bK，bKdt = dτ．

为讨论方便，我们把 x，y，z，τ仍记为 S，I，P，t，则系统 ( 2) 变为:
dS
dt = a1S( 1 － S － I) － I

1 + a0 I
S，

dI
dt = I

1 + a0 I
S － IP － a2 I，

dP
dt = a3 ( I － a4 ) P











 ，

( 3)

其中 a0 = aK，a1 = r
bK，a2 = c

bK，a3 = εm
b ，a4 = d

εmK ．以下我们讨论系统( 3) 解的有界性、平衡点的局部

及全局渐近稳定性．

1 系统解的有界性

显然三坐标平面 S = 0，I = 0，P = 0 皆为系统 ( 3) 的不变平面且集合 R3
+ 为系统 ( 3) 的正不变集．

引理1 ( 1) 对系统( 3) 满足初始条件 S( 0) + I( 0) ≥1的解( S( t) ，I( t) ，P( t) ) ，或者有( i) 对t≥
0 有 S( t) + I( t) ≥ 1，且当 t→+ ∞ 时，( S( t) ，I( t) ，P( t) ) → ( 1，0，0) ; 或者有( ii) 存在某个时间 t0，当
t ＞ t0 时有 S( t) + I( t) ＜ 1．
( 2) 对系统( 3) 满足初始条件 S( 0) + I( 0) ＜ 1的解( S( t) ，I( t) ，P( t) ) ，对 t≥ 0，有 S( t) + I( t)

＜ 1．
证明 当有初始条件 S( 0) + I( 0) ≥ 1时，若对t≥ 0，有 S( t) + I( t) ≥ 1，由系统( 3) 的前两个方

程相加，我们有

d( S( t) + I( t) )
dt = a1S( 1 － S － I) － IP － a2 I， ( 4)

因此对 t≥0，有 d( S( t) + I( t) )
dt ≤0，由函数的单调有界定理知，lim

t→∞
( S( t) + I( t) ) 存在，我们设为 ξ，显

然 ξ≥ 1．若 ξ ＞ 1，记 h( t) = S( t) + I( t) ，由系统 ( 3) 知 h( t) 可微．由
d S( t) + I( t) + P( t)

a( )
3

dt ≤ 0，知

lim
t→+∞

S( t) + I( t) + P( t)
a( )
3
存在，从而有 lim

t→+∞
P( t) 存在，又由 dS( t)

dt ≤ 0，易知 lim
t→+∞

S( t) 存在，从而

lim
t→+∞

I( t) 存在，于是有 lim
t→+∞

h( t) 存在，则 h( t) 在［0，+ ∞ ) 上一致连续．则由 Barbǎlat引理［10］得

0 = lim
t→+∞

d
dt ( S( t) + I( t) ) = lim

t→+∞
［a1S( t) ( 1 － S( t) － I( t) ) － I( t) P( t) － a2 I( t) ］ =

lim
t→+∞
［a1S( t) ( 1 － ξ) － I( t) P( t) － a2 I( t) ］≤

－ min{ a1 ( ξ － 1) ，a2 } limt→+∞
( S( t) + I( t) ) = － ξmin{ a1 ( ξ － 1) ，a2 } ＜ 0． ( 5)

得出矛盾，即有
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ξ = lim
t→+∞
( S( t) + I( t) ) = 1， ( 6)

再由 Barbǎlat引理，结合 ( 4) ，( 6) 有

lim
t→+∞

d
dt ( S( t) + I( t) ) = － lim

t→+∞
［I( t) P( t) + a2 I( t) ］ = 0． ( 7)

要使 ( 7) 成立，当且仅当 lim
t→+∞

I( t) = 0，由 ( 6) 知 lim
t→+∞

S( t) = 1，又由系统 ( 3) 的第三个方程知

lim
t→+∞

P( t) = 0，则( i) 得到证明．

假若情形( ii) 不成立，则存在 t0 ＞ 0，使得 S( t0 ) + I( t0 ) = 1 且 I( t0 ) ＞ 0，则由 ( 4) ，有
d
dt ( S( t) + I( t) ) | t = t0 = － I( t0 ) P( t0 ) － a2 I( t0 ) ＜ 0， ( 8)

则当 t ＞ t0 时，有 S( t) + I( t) ＜ 1，否则的话，若存在 t1 ＞ t0，其中 t1 是继 t0 后第一次使得 S( t1 ) + I( t1 )
= 1 的时刻，同样由( 4) 有

d
dt ( S( t) + I( t) ) | t = t1 = － I( t1 ) P( t1 ) － a2 I( t1 ) ＜ 0， ( 9)

这与
d
dt ( S( t) + I( t) ) | t = t1 ≥ 0 矛盾．

若系统( 3) 的解满足初始条件 S( 0) + I( 0) ＜ 1，类似情形( ii) 的证明，我们便得对 t≥ 0，有 S( t)
+ I( t) ＜ 1，即( 2) 得证．
定理 1 对系统 ( 3) ，任意从 R3

+ 中出发的解 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) 都是有界的．

证明 由引理 1的证明过程知，从 R3
+ 中出发的解 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) ，对充分小的 ε ＞ 0，T0 ＞ 0，

对 t ＞ T0 有

S( t) ＜ 1 + ε，I( t) ＜ 1， ( 10)
令 G( t) = a3 I( t) + P( t) ，当 t≥ T0 时

G
·
( t) = a3 I

·
( t) + P

·
( t) =

a3 IS
1 + a4 I

－ a2a3 I － a3a4P≤ a3 IS － a2a3 I － a3a4P≤

a3 ( 1 + ε) － min{ a2，a3a4 } ( a3 I + P) = a3 ( 1 + ε) － min{ a2，a3a4 } G( t) ． ( 11)

则存在充分大的 T1 ＞ T0，t ＞ T1，有 P( t) ≤ G( t) ≤
a3 ( 1 + ε)

min{ a2，a3a4 }
+ 1，从而得证系统( 3) 的解( S( t) ，

I( t) ，P( t) ) 是有界的．

记 M =
a3

min{ a2，a3a4 }
，Ω = { ( S，I，P) ∈ R3

+ : S + I≤ 1，a3 I + P≤ M} ，则有下列定理成立．

定理 2 集合 Ω在 R3
+ 中是全局吸引的且是系统( 3) 的正不变集．

证明 由引理1知，从 R3
+ 中出发的解 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) 要么趋于 ( 1，0，0) ，要么进入 Ω的内部，从

而 Ω在 R3
+ 中为全局吸引的，得证．若 ( S( 0) ，I( 0) ，P( 0) ) ∈Ω，有 a3 I( 0) + P( 0) = G( 0) ≤M，则当 t≥

0 时，由 G
·
( t) ≤ a3 － min{ a2，a3a4 } G( t) = min{ a2，a3a4 } ( M － G( t) ) ，有 a3 I( t) + P( t) = G( t) ≤ M，从

而 Ω为 R3
+ 的正不变集，得证．

2 平衡点的存在性及稳定性分析

由系统( 3) 可知任意平衡点 ( Ŝ，Î，P̂) 处的 Jacobi矩阵为

J( Ŝ，Î，P̂) =

a1 － 2a1 Ŝ － a1 Î －
Î

1 + a0 Î
－ a1 Ŝ － Ŝ
( 1 + a0 Î)

2
0

Î
1 + a0 Î

Ŝ
( 1 + a0 Î)

2
－ P̂ － a2 － Î

0 a3 P̂ a3 ( Î － a4

















)

， ( 12)
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易知系统 ( 3) 总存在边界平衡点 E0 ( 0，0，0) ，E10 ( 1，0，0) ．由( 12) 知 E0 处的特征值为一正二负，于是 E0

是不稳定的，而对 E10 的稳定性有下列结论．
定理 3 ( i) 若 a2 ＜ 1，则 E10 为鞍点是不稳定的．
( ii) 若 a2 ≥ 1，则除 S = 0 平面外，E10 在 R3

+ 中是全局渐近稳定的．
证明 由 ( 12) 易知( i) 成立．下证 a2≥ 1时 E10的全局渐近稳定性．由定理 2知要证 E10在 R3

+ 中的

全局渐近稳定性，则只需证 E10在 Ω的内部是全局渐近稳定的，考虑 Liapunov函数 V: R3
+s→ R，这里 R3

+s =
{ ( S，I，P) ∈ R3

+ : S ＞ 0} ，
V( t) = S － 1 － lnS + I， ( 13)

则当 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) ∈ Ω，且 S ＞ 0 时，有

V
·
( t) = － a1 ( 1 － S) ( 1 － S － I) + 1

1 + a0 I
－ a( )2 I － IP≤

－ a1 ( 1 － S) ( 1 － S － I) + ( 1 － a2 ) I≤ 0， ( 14)

由( 14) 知，当 a2 ＞ 1 时，V
·
( t) = 0当且仅当 ( S，I) = ( 1，0) ;当 a2 = 1时，满足 V

·
( t) = 0的最大不变子

集为 { ( S，I，P) : ( S，I) = ( 1，0) } ，则由 Lasalle不变集原理［11］知从 Ω内部除 S = 0平面外出发的解都有
lim
t→+∞

S( t) = 1，lim
t→+∞

I( t) = 0，从而有 lim
t→+∞

P( t) = 0．再由引理 1知，当 a2 ≥ 1时，除平面 S = 0外，E10 在 R3
+

中是全局渐近稳定的．
由系统( 3) 知，平面 P = 0 上的轨线由下列系统决定:

dS
dt = a1S( 1 － S － I) － I

1 + a0 I
S≡ R( S，I) ，

dI
dt = I

1 + a0 I
S － a2 I≡ Q( S，I{ ) ，

( 3) '

事实上系统( 3) '是疾病传染率为 IS
1 + a0 I
的 SI模型，显然 M0 ( 0，0) ，M1 ( 1，0) 为系统( 3) '的无病平衡点，

现在讨论系统( 3) ' 的正平衡点，令
R( S，I) = 0，Q( S，I) = 0， ( 15)

消去 S得
f( I) ≡ ( a2

0 a1a2 + a0a1 ) I
2 + ( 1 + a1 + 2a0a1a2 － a0a1 ) I + a1a2 － a1 = 0． ( 16)

定理 4 对系统( 3) ' 有
( i) 当 a2 ≥ 1 时，M0 ( 0，0) 为鞍点，M1 ( 1，0) 在 SOI平面上第一象限内是全局渐近稳定的．
( ii) 当 a2 ＜ 1时，M0 ( 0，0) ，M1 ( 1，0) 都为鞍点，且有惟一正平衡点 M2 ( S2，I2 ) 在 SOI平面第一象限

内是全局渐近稳定的．
证明 ( i) 由 f( I) = 0 可得

I1，2 =
－ ( 1 + a1 + 2a0a1a2 － a0a1 )  ( 1 + a1 + 2a0a1a2 － a0a1 )

2 + 4a0a
2
1 ( 1 － a2 ) ( a0a2 + 1槡 )

2a0a1 ( a0a2 + 1) ，

( 17)
当 a2 ≥ 1 时，f( I) = 0 关于 I无正根，再由定理 3 知( i) 成立．
( ii) 当 a2 ＜ 1 时，f( I) = 0 关于 I有惟一正根

I2 =
－ ( 1 + a1 + 2a0a1a2 － a0a1 ) + ( 1 + a1 + 2a0a1a2 － a0a1 )

2 + 4a0a
2
1 ( 1 － a2 ) ( a0a2 + 1槡 )

2a0a1 ( a0a2 + 1) ，

( 18)
得系统( 3) ' 的正平衡点 M2 ( S2，I2 ) = ( a2 ( 1 + a0 I2 ) ，I2 ) ． M2 处的 Jacobi矩阵

J( M2 ) =
－ a1a2 ( 1 + a0 I2 ) － a1a2 ( 1 + a0 I2 ) －

a2

1 + a0 I2
I2

1 + a0 I2
－

a0a2 I2
1 + a0 I













2

， ( 19)
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则

det( J( M2 ) ) = a0a1a
2
2 I2 + a1a2 I2 +

a2 I2
( 1 + a0 I2 )

2 ＞ 0， ( 20)

tr( J( M2 ) ) = － a1a2 + a0a1a2 I2 +
a0a2 I2
1 + a0 I

( )
2

＜ 0， ( 21)

故 M2 为系统( 3) ' 的局部渐近稳定平衡点．
取函数 D( S，I) = ( 1 + a0 I) / IS，则当 S ＞ 0，I ＞ 0 时

( DR)
S

+ ( DQ)
I

= －
a1 ( 1 + a0 I)

I －
a0a2

S ＜ 0， ( 22)

则由 Bendixson-Dulac定理［11］知，系统( 3) ' 在 SOI平面第一象限内无闭轨，故( ii) 得证．
但若把 M2 ( S2，I2 ) 看作 R3

+ 中的点 E20 ( S2，I2，0) ，成为系统( 3) 的边界平衡点，由( 12) 知 E20 处的特

征方程为:

［λ － a3 ( I2 － a4) ］［λ
2 － tr( J( M2 ) ) λ + det( J( M2) ) ］ = 0． ( 23)

定理 5 假若有 a2 ＜ 1，则
( i) 当 I2 ＞ a4 时，E20 ( S2，I2，0) 是系统( 3) 的不稳定平衡点．
( ii) 当 I2 = a4 时，E20 ( S2，I2，0) 是系统( 3) 的局部渐近稳定的高阶奇点．
( iii) 当 I2 ＜ a4 时，E20 ( S2，I2，0) 在 R3

+ 中是局部渐近稳定的，特别地，若 a4 ≥ 1，则 E20 ( S2，I2，0) 在
R3

+ 中除 S = 0，I = 0 平面外是全局渐近稳定的．
证明 ( i) 当 I2 ＞ a4 时，E20 的特征值为一正二负，故为不稳定的鞍点．
( ii) 当 I2 = a4 时，由( 23) 知，E20 有一个零特征值和两个负特征值，此时 E20 为系统的高阶奇点且系

统有吸引的一维中心流形，则 E20 的稳定性由中心流形上的限定方程决定
［12］．

令 x1 = S － S2，x2 = I － I2，x3 = P，然后用 Taylor展式，则系统( 3) 变为
x = Ax + F( x) ， ( 24)

其中 A =
b1 b2 0

b3 b4 b5








0 0 0

，b1 = － a1a2 ( 1 + a0a4 ) ，b2 = － a1a2 ( 1 + a0a4 ) －
a2

1 + a0a4
，b3 =

a4

1 + a0a4
，b4 =

－
a0a2a4

1 + a0a4
，b5 = － a4，x = ( x1，x2，x3 )

T，F( x) = ( f1 ( x) ，f2 ( x) ，f3 ( x) )
T = O( | x | 2 ) ，且 f3 ( x) = a3x2x3 ．

设 A的 3 个特征值分别为 λ1 = 0，λ2，λ3 ＜ 0，属于 λ1，λ2，λ3的 3 个特征向量分别取为 ξ1 =

1，－
b1
b2
，
b1b4 － b2b3

b2b
( )

5

T

，ξ2 = 1，
λ2 － b1

b2
，( )0 T

，ξ3 = 1，
λ3 － b1

b2
，( )0 T

． 记 T = ( ξ1，ξ2，ξ3 ) ，则 T －1
形如

0 0 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a









33

，其中 a13 =
b2b5

b1b4 － b2b3
≠ 0，作变换 x = Ty，y = ( y1，y2，y3 )

T，则系统( 24) 变为

y =
0 0 0
0 λ2 0

0 0 λ









3

y + T －1F( Ty) ， ( 25)

代入 T，T －1
得

y1 = σy21 + O( | y1y2 | + | y1y3 | ) ，
y2 = λ2y2 + O( | y | 2 ) ，

y3 = λ3y3 + O( | y | 2
{

) ，

( 26)

其中 σ = －
b1a3

b2
＜ 0．设系统( 26) 的中心流形方程形如
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y2 = O( y21 ) ，

y3 = O( y21
{ ) ，

( 27)

代入系统( 26) 第一式得中心流形上的限定方程为
y1 = σy21 + O( y31 ) ， ( 28)

由于 x3 =
b1b4 － b2b3

b2b5
y1，且

b1b4 － b2b3
b2b5

＞ 0，由( 28) 知，对充分小的 y1 ＞ 0 有 y1 ＜ 0，从而对充分小的 x3

＞ 0 有 x3 ＜ 0，故 E20 作为系统( 3) 的平衡点在 R3
+ 内部是局部渐近稳定的．

( iii) 当 I2 ＜ a4 时，E20 ( S2，I2，0) 的特征值均为负，故此时 E20 为局部渐近稳定的．由( 18) 得

S2 + I2 = a2 ( 1 + a0 I2 ) + I2 =
－ ( 1 + a1 － a0a1 ) + ( 1 + a1 － a0a1 )

2 + 4a0a1a2 + 4a0a槡 2
1

2a0a1
=

2a0a1 － ( 1 + a1 + a0a1 ) + ( 1 + a1 + a0a1 )
2 + 4a0a1 ( a2 － 1槡 )

2a0a1
＜ 1． ( 29)

即 E20 ∈ intΩ．若 a4 ≥ 1，设 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) 是从 R3
+ 中除 S = 0，I = 0平面外出发的解，由定理 1知，

存在充分大的 T* ，t ＞ T* 时，I( t) ＜ 1，由系统( 3) 的第三式得 P
·
( t) ＜ 0，从而有 lim

t→+∞
P( t) = 0，此时系

统( 3) 的极限系统变为系统( 3) '，由前面的讨论再结合极限系统理论知识知 lim
t→+∞

S( t) = S2，limt→+∞
I( t) =

I2，即此时 E20 在 R3
+ 中除 S = 0，I = 0 平面外是全局渐近稳定的．

系统( 3) 有惟一的正平衡点 E* ( S* ，I* ，P* ) ，其中

S* = 1 － a4 －
a4

a1 ( 1 + a0a4 )
，I* = a4，P* =

S*

1 + a0a4
－ a2， ( 30)

当且仅当 1 － a4 －
a4

a1 ( 1 + a0a4 )
＞ a2 ( 1 + a0a4 ) ．令 R0 = 1 (/ a4 +

a4

a1 ( 1 + a0a4 )
+ a2 ( 1 + a0a4 )) ，则 R0

＞ 1是系统( 3) 存在惟一正平衡点的充要条件; 同时易得 R0 ＞ 1等价于 a2 ＜ 1，a4 ＜ I2，即 E* 出现的充

要条件是边界平衡点 E10，E20 都是不稳定的．
定理 6 当 R0 ＞ 1 时，E* ( S* ，I* ，P* ) 在 R3

+ 中除 3 个坐标平面外是全局渐近稳定的．

证明 在系统( 3) 中令 β( I) = I
1 + a0 I

＞ 0，易知 β( I) 是关于 I的严格增函数，把系统( 3) 的 3个方

程分别改写成

S
·

= － S［a1 ( S － S* ) + a1 ( I － I* ) + β( I) － β( I* ) ］， ( 31)

I
·

= β( I) ［( S － S* ) － a0a2 ( I － I* ) － ( P － P* ) ( 1 + a0 I* ) － a0P( I － I* ) ］， ( 32)
或者

I
·

= β( I) ［( S － S* ) － a0a2 ( I － I* ) － ( P － P* ) ( 1 + a0 I) － a0P* ( I － I* ) ］， ( 33)

P
·

= a3P( I － I* ) ， ( 34)
取 Liapunov函数

V = V1 + V2 + V3 + V4， ( 35)
其中

V1 = S － S* － S* ln
S
S*
，V2 =

a1 ( 1 + a0 I* )
2 + 1

a3 ( 1 + a0 I* )
P － P* － P* ln

P
P( )

*
， ( 36)

V3 = a1∫
I

I*

μ － I*
β( μ)

dμ，V4 = ∫
I

I*

β( μ) － β( I* )
β( μ)

dμ， ( 37)

分别由( 31) ，( 34) 得

V
·

1 = － a1 ( S － S* )
2 － a1 ( S － S* ) ( I － I* ) － ( S － S* ) ［β( I) － β( I* ) ］， ( 38)

V
·

2 =
a1 ( 1 + a0 I* )

2 + 1
( 1 + a0 I* )

( P － P* ) ( I － I* ) ， ( 39)
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由( 32) 得

V
·

3 = a1 ( S － S* ) ( I － I* ) － a0a1 ( a2 + P) ( I － I* )
2 － a1 ( 1 + a0 I* ) ( P － P* ) ( I － I* ) ， ( 40)

再由( 33) ，同时注意到 β( I) － β( I* ) =
I － I*

( 1 + a0 I) ( 1 + a0 I* )
，则有

V
·

4 = ( S － S* ) ［β( I) － β( I* ) ］－ a0 ( a2 + P* ) ( I － I* ) ［β( I) － β( I* ) ］－
1

1 + a0 I*
( P － P* ) ( I － I* ) ， ( 41)

因而除 3 个坐标平面外从 R3
+ 中出发的解 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) ，有

V
·

= － a1 ( S － S* )
2 － a0a1 ( a2 + P) ( I － I* )

2 － a0 ( a2 + P* ) ( I － I* ) ［β( I) － β( I* ) ］≤ 0，( 42)

V
·

= 0 当且仅当 ( S，I) = ( S* ，I* ) ．
结合( 36) ，( 37) 知 Vi ( i = 1，2，3，4) 为正定函数，且容易判断 V1，V2为无限大正定函数．由( 37) 得 V3

= a1 ( 1 － a0 I* ) ( I － I* ) +
a0a1

2 ( I
2 － I2* ) － a1 I* ln

I
I*
，V4 = ( 1 － a0β( I* ) ) ( I － I* ) － β( I* ) ln

I
I*
，注意

到 1 － a0β( I* ) = 1 －
a0a4

1 + a0a4
＞ 0，可知当 I→ 0或 I→+ ∞ 时，都有 V3 →+ ∞，V4 →+ ∞，从而所取的

V函数为无限大正定的，由 Lasalle 不变集原理知除坐标平面外从 R3
+ 中出发的解 ( S( t) ，I( t) ，P( t) ) 有

lim
t→+∞

S( t) = S* ，limt→+∞
I( t) = I* ，代入系统( 3) 的第二个方程知 lim

t→+∞
P( t) = P* ，从而 E* 的全局渐近稳定性

得证．
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