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［摘要］ 将 Mbius变换为 n阶循环映射的判别问题转化为二阶方阵的 n 阶乘幂的相应问题．引入两个常数 Δ
和 δ以及两个与 Δ、δ相关的数列 Δn、δn，用数学归纳法证明了任何二阶方阵 n次幂后的 4 个元素均可用 Δn 表达

的公式、Δn 的递归公式．最后得到 Mbius变换为 n阶循环映射的判据并给出其应用．
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Abstract: Translate the distinguish problem of n-order cyclic group in Mbius transformation ( MT) into the correspond-
ing problem of n-power of square matrix 2 × 2． Educe two constracts Δ and δ as well as two number seguences Δn，δn re-
lated to Δ，δ． Use mathematical induction to prove the formulas that all the 4 elements after n-power of arbitrary square
matrix 2 × 2 can be represented by Δn，and the recursion formulas of Δn ． Finaly，the criterion is obtained that MT be-
comes a n-order cyclic mapping，and its application is given．
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循环群在分析领域( 如函数方程、微分( 积分) 方程) 时有应用，特别是 Mbius 变换( 简称 M 变

换) M( z) = ( az + b)
( cz + d) ( a，b，c，d∈ C，z∈ C∞，ad － bc≠ 0) 全体形成一个M变换群［1-3］． M变换 n次迭代，

在一定条件下形成 n阶循环群，当 n不大时其判据还可求出，但对一般的 n，其判别条件与结论尚未见诸文
献讨论［4-9］．

本文首先将上述问题转化为二阶方阵 A = a b( )c d
乘幂 An的相应问题．引进两个常数 Δ = a + d、δ =

bc － ad≠ 0和两个与 Δ、δ相关的递推公式 Δn、δn ．用数学归纳法证明了 An中的 4个元素 an、bn、cn、dn均可

用 Δn表达的公式、Δn的递推公式．最后得到M变换为 n阶循环映射的判据及其应用．本文还得到任意二阶
方阵的递归公式( 或等价地，M变换 n次迭代的递归式) ．

1 循环映射和问题的转化
定义 设 x定义于变域 D中的映射 G( x) : D→ D．归纳地定义迭代映射:

G1 ( x) = G( x) ，Gk ( x) = Gk－1 ( G( x) ) ，k = 2，3，…
若 G( x) = x( 恒等映射) ，则称 G( x) 为1阶循环映射; 若 G( x) ≠ x，G2 ( x) ≠ x，…，Gn－1 ( x) ≠ x，而 Gn ( x)

—71—

第 34 卷第 4 期
2011 年 12 月

南京师大学报( 自然科学版)
JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY( Natural Science Edition)

Vol． 34 No． 4
Dec，2011





= x，则称 G( x) 为 n阶循环映射，记为 G∈ ( Cy ) n ( n≥ 1) ．由 I，G1 = G，G2，…，Gn－1 这 n个映射构成 n阶
循环群，G为生成元．
若 G∈ ( Cy ) n ( n≥ 2) ，Gn = I有逆元 G－1 = Gn－1，则关于未知函数 f的方程 Gf = g( f，g: D→ D) 惟

一可解，f = Gn－1g．特别地，G2 = I，G为对合映射，若 Gf = g，则 f = Gg，这在数学中应用广泛．
对 M变换，由文献［1 － 3］知，可用矩阵 A表示，而M( z) 的 n次迭代公式，即计算 An，要求 a、b、c、d满

足什么条件对任意自然数 n，能使M∈ ( Cy ) n，即要找出 Am≠ δm－1I2 ( I2为二阶单位矩阵，δm－1≠ 0，m = 1，
2，…，n － 1) 而 An = δn－1I2 ( δn－1 ≠ 0) 之 a，b，c，d的条件．

2 二阶方阵的幂之递推、递归公式
引理 1 对任何正整数 n，记

a b( )c d

n+1

=
an+1 bn+1

cn+1 dn+
( )

1

， ( 1)

则

an+1 = aΔn + δn，bn+1 = bΔn，cn+1 = cΔn，dn+1 = dΔn + δn， ( 2)
Δn = ΔΔn－1 + δn－1，δn = δΔn－1， ( 3)

其中已记 Δ1 = Δ = a + d，δ1 = δ = bc － ad( ≠ 0) ，约定
Δ0 = 1，δ0 = 0． ( 4)

证明 n = 1 时，

a b( )c d

2

= a2 + bc b( a + d)
c( a + d) d2( )+ bc

= aΔ + δ bΔ
cΔ dΔ +( )δ =

aΔ1 + δ1 bΔ1

cΔ1 dΔ1 + δ( )
1

=
a2 b2
c2 d( )

2

，

则( 2) 得证． Δ1 = Δ·1 + 0 = ΔΔ0 + δ0，δ1 = δ = δ·1 = δΔ0，从而( 3) 成立．
设( 2) ，( 3) 当 n = k时成立，则 n = k + 1 时，因为

a b( )c d

k+2

= a b( )c d

k+1 a b( )c d
=

aΔk + δk bΔk

cΔk dΔk + δ( )
k

a b( )c d
=

a2Δk + aδk + bcΔk abΔk + bδk + bdΔk

acΔk + cdΔk + cδk bcΔk + d2Δk + dδ( )
k

=

a［( a + d) Δk + δk］+ δΔk b［( a + d) Δk + δk］

c［( a + d) Δk + δk］ d［( a + d) Δk + δk］+ δΔ( )
k

=

a( ΔΔk + δk ) + δΔk b( ΔΔk + δk )

c( ΔΔk + δk ) d( ΔΔk + δk ) + δΔ( )
k

， ( 5)

记 Δk+1 = ΔΔk + δk，δk+1 = δΔk，则( 5) 为
a b( )c d

k+2

=
aΔk+1 + δk+1 bΔk+1

cΔk+1 dΔk+1 + δk+( )
1

=
ak+2 bk+2

ck+2 dk+
( )

2

，

因此 n = k + 1 的情形下公式( 2) 、( 3) 得到证明．
引理 2 对任何自然数 n，M( z) 的奇次和偶次迭代的 Δn 递归公式分别为:

Δ2n－1 = ∑
n－1

k = 0
Ck

2n－k－1 Δ
2n－2k－1δk， ( 6)

Δ2n = ∑
n

k = 0
Ck

2n－k Δ
2n－2kδk ． ( 7)

注 1 若( 6) 、( 7) 成立，注意到 Δ和 δ分别为 a、b、c、d的一次和二次齐式，从而( 6) 、( 7) 分别为 a、b、
c、d的2n － 1次及2n次齐式; ( 6) 的首项系数C0

2n－1及( 7) 的首末两项系数 C0
2n、C

n
n对任何 n均为1; ( 6) 、( 7)

中关于 Δ、δ的系数全为正整数．
证明 n = 1时，由( 3) ，Δ1 = ΔΔ0 + δ0 = Δ·1 + 0 = Δ，Δ2 = ΔΔ1 + δ1 = ΔΔ + δ = Δ2 + δ．另由( 6) ，
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Δ1 = C0
1 Δ = Δ．由( 7) ，Δ2 = C0

2 Δ
2δ0 + C1

1 Δ
0δ1 = Δ2 + δ．于是 n = 1 得证．

设( 6) 、( 7) 对任何自然数 n成立，由( 3)

Δ2n+1 = ΔΔ2n + δ2n = ΔΔ2n + δΔ2n－1 = ∑
n

k = 0
Ck

2n－k Δ
2n－2k+1δk +∑

n－1

k = 0
Ck

2n－k－1 Δ
2n－2k－1δk+1 =

∑
n

k = 0
Ck

2n－k Δ
2n－2k+1δk +∑

n

k = 1
Ck－1

2n－k Δ
2n－2k+1δk = Δ2n+1 +∑

n

k = 1
( Ck

2n－k + Ck－1
2n－k ) Δ

2n－2k+1δk =

C0
2n+1 Δ

2n+1 +∑
n

k = 1
Ck

2n－k+1 Δ
2n－2k+1δk = ∑

n

k = 0
Ck

2n－k+1 Δ
2n－2k+1δk ．

这正是( 6) 右边用 n + 1 替换 n的结果．再看 Δ2n+2，由( 3) 并利用刚才证出 Δ2n+1 的结果，有

Δ2n+2 = ΔΔ2n+1 + δ2n+1 = ΔΔ2n+1 + δΔ2n = ∑
n

k = 0
Ck

2n－k+1 Δ
2n－2k+2δk +∑

n

k = 0
Ck

2n－k Δ
2n－2kδk+1 =

∑
n

k = 0
Ck

2n－k+1 Δ
2n－2k+2δk +∑

n+1

k = 1
Ck－1

2n－k+1 Δ
2n－2k+2δk =

Δ2n+2 +∑
n

k = 1
Ck

2n－k+1 Δ
2n－2k+2δk +∑

n

k = 1
Ck－1

2n－k+1 Δ
2n－2k+2δk + Cn

n δ
n+1 =

Δ2n+2 +∑
n

k = 1
( Ck

2n－k+1 + Ck－1
2n－k+1 ) Δ

2n－2k+2δk + δn+1 =

C0
2n+2 Δ

2n+2 +∑
n

k = 1
Ck

2n－k+2 Δ
2n－2k+2δk + Cn+1

n+1 δ
n+1 = ∑

n+1

k = 0
Ck

2n－k+2 Δ
2n－2k+2δk，

这正是( 7) 右边 n被 n + 1 代替的结果．证毕．
注 2 由( 2) 、( 3) 可见，an+1 = aΔn + δΔn－1，bn+1 = bΔn，cn+1 = cΔn，dn+1 = dΔn + δΔn－1，而由引理 2已

算出 Δn用 Δ、δ表达( 进而用 a、b、c、d表达) ，任何二阶方阵的幂 An+1 可不通过矩阵乘法而通过公式直接求

得，这等价于 Mn+1 ( z) 的 4 个系数可直接获取．

3 M( z) ∈ ( Cy) n 的判据

定理 1 ( i) M∈ ( Cy ) 1a = d≠ 0，b = 0，c = 0( 此条件简称 M1 条件或 M1 ) ．

( ii) M∈ ( Cy ) n+1 ( n≥ 1) M1不成立，Δ1 = Δ≠ 0，Δ2≠ 0，…，Δn－1≠ 0，而 Δn = 0( 此条件简称Mn+1

条件或 Mn+1 ) ．
证明 ( i) 的证明显然．现来证明( ii) ．
当 n = 1 即 n + 1 = 2时，先证必要性． 设 M∈ ( Cy ) 2，由定义，M≠ I，M2 = I．当 M≠ I，由( i) M1 不

成立( 即 a = d≠ 0，b = 0，c = 0 至少有一个条件不成立) ．又由引理 1，

A2 = a b( )c d

2

=
a2 b2
c2 d( )

2

= aΔ + δ bΔ
cΔ dΔ +( )δ ， ( 8)

因此时 M2 = I，M2 仍为 M映射［1-3］，由( i) 对于 M2 而言满足 M1 条件，即

0 = a2 － d2 = ( a － d) Δ， 0 = b2 = bΔ， 0 = c2 = cΔ ( 9)
成立．而上述已证 M1 不成立，即或者 a≠ d，或者 b≠ 0，或者 c≠ 0． 若 a≠ d，由( 9) 第一式证出 Δ = 0;
若 b≠ 0，由( 9) 第二式证出 Δ = 0; 若 c≠ 0，由( 9) 第三式证出 Δ = 0，因此无论哪种情形都有 Δ = 0．
n = 1 的必要性得证．
次证 n = 1的充分性，即已知M1 不成立，Δ = 0． 由( i) M1 不成立，必有M≠ I，又由( 8) ，当 Δ = 0时，

A2 = δI2 ( δ≠ 0) ，从而 M2 = I，由定义，M∈ ( Cy ) 2 ． n = 1 的充分性得证．
设 n≤ k命题成立，当 n = k + 1时，即 n + 1 = k + 2，先证必要性．因此时 M∈ ( Cy ) k+2，由定义，M≠

I，根据( i) 知，M1 条件不成立．再由定义，此时 M2 ≠ I，刚才已证了 M1 不成立，那么这时必有 Δ1 = Δ≠ 0，

否则，若 Δ = 0，由归纳假设 M∈ ( Cy ) 2，与假设矛盾．现在已证了 M1 不成立，Δ≠ 0，由于 M3 ≠ I，此时必
有 Δ2≠ 0，否则若 Δ2 = 0，由归纳假设M∈ ( Cy ) 3，如此等等，当已证了M1不成立，Δ1≠ 0，Δ2≠ 0，…，Δk－1

≠ 0，由于 Mk+1 ≠ I，必有 Δk ≠ 0，否则 Δk = 0，由归纳假设 M∈ ( Cy ) k+1，与假设矛盾．又由定义，此时要求
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Mk+2 = I，由( i) 对 Mk+2 满足 M1 条件，再由引理 1 有
0 = ak+2 － dk+2 = ( a － d) Δk+1， 0 = bk+2 = bΔk+1， 0 = ck+2 = cΔk+1 ．

由已知 a = d≠ 0，b = 0，c = 0至少有一个不成立，与证 n = 1必要性证法类似，无论哪种情形，由我
们刚才所述关于 Mk+2 的 M1 条件都得到 Δk+1 = 0，可见，我们已得 Mk+2 条件，n = k + 1 的必要性得证．
再证 n = k + 1的充分性．由充分性条件 Mk+2，M1 不成立及 Δ1 ≠ 0，Δ2 ≠ 0，…，Δk ≠ 0和归纳假设必

有 Mm ≠ I( m = 1，2，…，k + 1) ，再由引理 1 知
a b( )c d

k+2

=
aΔk+1 + δk+1 bΔk+1

cΔk+1 dΔk+1 + δk+( )
1

= Δk+1
a b( )c d

+ δΔkI2，

因此时 Δk+1 = 0，Δk ≠ 0，δ≠ 0，从而 Ak+2 = δΔkI2，此即 Mk+2 = I2，于是 M∈ ( Cy ) k+2 ．
充分性得证，证毕．
当 n增大时，定理 1 之( ii) 的条件增多，Δn 的次数增高．

3 应用
设未知函数 f( x) 的变元含 n阶循环映射 G( x) 的函数方程为

p0 ( x) f( x) + p1 ( x) f( G( x) ) + … + pn－1 ( x) f( G
n－1 ( x) ) = q( x) ，x∈ D， ( 10)

其中 q，f，G，pk ( k = 0，1，…，n － 1) 均为 D→ D且均∈ C( D) ．当( 10) 中 x依次用 G( x) ，G2 ( x) ，…，Gn ( x)
取代，并仍依 f( x) ，f( G( x) ) ，…，f( Gn－1 ( x) ) 的顺序排列得到关于 f( x) ，f( G( x) ) ，…，f( Gn－1 ( x) ) 的 n元线
性方程组，设其系数行列式不为零，则 f( x) 必可从此方程组惟一解出． 一般地，f( x) 用 F( …) 取代，而
F( …) 中含未知函数的微分或积分，就得到相应微分或积分方程．关键是判定 G是否∈ ( Cy ) n，对 M变换
而言，理论上已完全解决．

利用定理 1可知M( z) = ( az + b)
( cz － a) ( a

2 + bc≠ 0) ∈ ( Cy ) 2 ．特别常应用M( z) = － z － b，M( z) = － z∈

( Cy ) 2 ． M( z) = ( z － 1)
z ∈ ( Cy ) 3，由 z、( z － 1)

z 、 1
( 1 － z) 构成三阶循环群． M( z) =

( z － 1)
( z + 1) ∈ ( Cy ) 4，由 z、

( z － 1)
( z + 1) 、

－ 1
z ，
( 1 + z)
( 1 － z) 构成四阶循环群．
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