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［摘要］ 自 Pawlak Z提出粗糙集理论以来，众多学者进行了广泛深入的研究，并将该理论拓展至粗糙代数领
域． Biswas R和 Nanda S首次提出了粗糙群( B － N粗糙群) 的概念并给出了若干性质，但这一概念本身存在着一
定缺陷．已有一些研究者指出了 B － N 粗糙群的定义和结论存在的一些问题，并给出了 B － N 粗糙群的修正定
义，但 B － N粗糙群定义仍有一个缺陷未能被发现．本文详尽分析了 B － N粗糙群及其修正版的缺陷，提出了一
种新的粗糙群修正定义，并用示例进行了说明．
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Abstract: Rough set theory，proposed by Pawlak Z，has evoked a lot of researches． Theoretic study has included algebra
aspect of rough sets． The concept of rough group was introduced firstly by Biswas R and Nanda S，but with some
deficiencies remaining． The concept of rough group was improved by other researchers，but there is another shortcoming
in the concept of rough group introduced by Biswas R and Nanda S． In this paper，we examine the defects of the defini-
tion of rough group initiated by Biswas R and Nanda S and its improvements，and present a new revision of rough group．
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粗糙集理论是由波兰数学家 Pawlak Z 于 1982 年首次提出的，该理论是用于处理模糊和不确定知识
的新颖且有效的数据分析工具［1］．近 30 年以来，经过中外众多学者的共同努力，粗糙集理论已经被广泛地
应用于人工智能、数据挖掘、模式识别、决策分析、故障检测等众多领域． 1994 年，Biswas R和 Nanda S将粗
糙集理论与群论的研究结合起来，首次提出了粗糙群( B － N粗糙群) 和粗糙子群的概念，并给出了若干粗
糙群以及粗糙子群的性质［2］．以 Biswas R和 Nanda S提出的粗糙群和粗糙子群等概念为基础，不少中外学
者对粗糙群进行了进一步的深入研究并取得了不少研究成果［3-13］．然而，Biswas R和 Nanda S 提出的粗糙
群( B － N粗糙群) 定义并不十分严谨，根据 Biswas R和 Nanda S提出的粗糙群( B － N粗糙群) 定义所得出
的一些粗糙群的性质或其性质的证明过程不严谨或其性质本身就不正确．本文以一些学者所做的有关粗
糙群研究的结果为基础，对由 Biswas R 和 Nanda S提出的粗糙群定义进行了进一步的修正，使粗糙群的定
义以及一些粗糙群性质的证明过程更为严谨．

1 Biswas R和 Nanda S的粗糙群定义的缺陷
首先给出 Biswas R和 Nanda S在文献［2］中提出的粗糙群和粗糙子群的定义．
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定义 1［2］ ( B － N粗糙群) 设 S = ( U，R) 是近似空间，符号 * 表示定义在 U上的一个二元运算．若
对≠ G U，G的全体粗糙集 A( G) = ( A( G) ，珔A( G) ) 同时满足下列条件:
( 1) x，y∈ G，总有 x* y∈珔A( G) ;
( 2) x，y，z∈ G，总有 x* ( y* z) = ( x* y) * z;
( 3) e∈珔A( G) ，使得x∈ G，总有 e* x = x* e = x，这里，e称为 A( G) 中的粗糙单位元;
( 4) x∈ G，y∈ G，使得 x* y = y* x = e，这里，y称为 x在 A( G) 中的粗糙逆元，并可记为 x－1 ; 则

称全体粗糙集 A( G) = ( A( G) ，珔A( G) ) 为粗糙群( 或称之为 B － N粗糙群) ，并简记为〈A( G) ，* 〉．
为表述方便，以下将珔A( G) 简记为 珔G即 G的上近似集．
定义 2［2］ ( 粗糙子群) 设〈A( G) ，* 〉为粗糙群，若对  ≠ H  G，〈A( H) ，* 〉也是粗糙群，则称

〈A( H) ，* 〉为粗糙群〈A( G) ，* 〉的粗糙子群，可简记为 A( H) ≤ A( G) ．
定义 1 的缺陷 1:
定义1中的条件( 2) 说明，要保证 A( G) 是粗糙群，U上的二元运算 * 必须在G中满足结合律，但因有

定义 1 中的条件( 1) ，故条件( 2) 中的 x，y，z被限制在 G中是不妥当的．应将 x，y，z限制在珔A( G) 中即 G的
上近似集 珔G中．
定义 1 的缺陷 2:
粗糙群定义 1的条件( 3) 也存在问题，即对任意的 x将其限制在 G中也是不妥当的，因为如此定义将

无法严格证明粗糙群的粗糙单位元的唯一性．对于一般的群 G，证明其单位元唯一性的方法非常简单: 设
e1、e2是 G的2个单位元，则由单位元的定义有 e1 = e1e2 = e2 ．但若将此方法直接用于证明粗糙单位元的唯
一性则显然是不严谨的．因为根据定义 1 之条件( 3) : e∈珔A( G) ，使得x∈ G，总有 e* x = x* e = x，
特别要注意的是，这里的 x只要求属于 G，而在证明式 e1 = e1e2 = e2 中 e1、e2 有可能均属于珔A( G) 即 G的
上近似集 珔G但不属于 G．文献［5，11］在证明粗糙群的粗糙单位元的唯一性等性质时均没有考虑到这一问
题．如果我们将粗糙群定义 1条件( 3) 中的x∈ G修改为: x∈珔A( G) ，则使用证明式 e1 = e1e2 = e2来
证明粗糙群的粗糙单位元的唯一性性质便十分严谨了．
显然，如果不能严格地证明粗糙群的粗糙单位元的唯一性，则相应地，粗糙群的下列重要性质均无法

加以严格地证明:

( 1) 设〈A( G) ，* 〉为粗糙群，则对x∈ G，x－1 唯一;

( 2) 设〈A( G) ，* 〉为粗糙群，则对x，y∈ G，一定有( x－1 ) －1 = x，( x* y) －1 = y－1* x－1 成立;

( 3) 粗糙群〈A( G) ，* 〉的 * 运算满足左消去律和右消去律;
( 4) 粗糙群〈A( G) ，* 〉的粗糙子群和〈A( G) ，* 〉具有相同的粗糙单位元;
( 5) 设粗糙群〈A( H) ，* 〉是粗糙群〈A( G) ，* 〉的粗糙子群，则对x∈ H，有 x－1

H = x－1
G ．

因为这几个性质的严格证明均需要以粗糙单位元的唯一性为基础． 因此，文献［5，11］根据定义 1 对
上述几个性质的证明均是不严谨的．
另外，Biswas R和 Nanda S在文献［2］中还得出如下 2 个结论:
( 1) 若〈A( G) ，* 〉为粗糙群，则它一定有 2 个平凡子群〈A( G) ，*〉、〈A( { e} ) ，* 〉;
( 2) 粗糙群〈A( G) ，* 〉的任意 2 个粗糙子群〈A( X) ，*〉、〈A( Y) ，* 〉的交 A X∩( )Y 也是〈A( G) ，

* 〉的粗糙子群．
事实上，这 2 个结论也同样存在问题．对于上述结论( 1) ，根据定义 1 和定义 2，由于粗糙单位元 e ∈

珔A( G) ，而一般地，G  珔A( G) 且 珔A( G) － G ≠ ，从而{ e}  G 可能不成立，故由粗糙子群的定义 2，
〈A( { e} ) ，* 〉可能不是粗糙群〈A( G) ，* 〉的粗糙子群．只有当{ e}  G成立时，〈A( { e} ) ，* 〉才一定是
〈A( G) ，* 〉的粗糙子群; 对于上述结论( 2) ，根据粗糙集的基本性质，X，Y  G，珔A X∩( )Y  珔A( X) ∩
珔A( Y) 也即珔A X∩( )Y = 珔A( X) ∩珔A( Y) 可能不成立，因此，a，b∈ X∩ Y，一定有 a* b∈珔A( X) ∩珔A( Y)
但 a* b∈珔A X∩( )Y 则可能不成立，从而 A X∩( )Y 可能不是粗糙群．
进一步的，对于一般的群 G，若 H和 K是 G的子群，则一定有 H∪ K是 G的子群当且仅当 H K或 K

 H．此结论对粗糙群不成立，但对于粗糙群下述结论显然是成立的: 设 G是粗糙群，H和 K是 G的粗糙子
群，若 H K或 K H，则 H∪ K一定是 G的粗糙子群，因为由已知条件，总有 H∪ K = K或 H∪ K = H．
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另外，对于一般意义下的群的子群，有如下常用的 2 个判定定理［14］:
( 1) 设 G为群，H是 G的非空子集．则 H是 G的子群当且仅当a，b∈ H总有 ab－1 ∈ H;
( 2) 设 G为群，H是 G的非空有限子集．则 H是 G的子群当且仅当a，b∈ H总有 ab∈ H．
如将上述 2 个判定定理( 1) 和( 2) 分别改成如下所述的( 3) 和( 4) :
( 3) 设 G为粗糙群，H是 G的非空子集．则 H是 G的粗糙子群当且仅当a，b∈ H总有 ab－1 ∈珚H;
( 4) 设 G为粗糙群，H是 G的非空有限子集．则 H是 G的粗糙子群当且仅当a，b∈ H总有 ab∈珚H．
则( 3) 和( 4) 这 2个结论是不能成立的，其主要原因在于粗糙群定义 1的条件( 1) 与一般意义下的群

的二元运算的封闭性不同．
参考文献［13］给出了一个判定粗糙子群的充要条件:
定理1( 粗糙子群判定定理) 设G为粗糙群，H是G的非空子集． 则H是G的粗糙子群当且仅当a，

b∈ H总有 ab∈珚H且a∈ H总有 a－1 ∈ H．
该定理的证明是容易的，但要用到上面所提到的且需严格加以证明的若干粗糙群和粗糙子群的性质．
由上述讨论可知，对于一般的群成立的结论对粗糙群很可能不成立，研究粗糙群时，不能将一般群的

性质直接地套用到粗糙群上．
Duoqian Miao 和 Suqing Han等人在文献［4］和［13］中也指出了文献［2］中的定义和结论存在的一

些问题，并给出了一个粗糙群的修正定义，该修正定义修正了定义 1 中条件( 2) ，即将 x，y，z ∈ G 改为
x，y，z∈珔A( G) ，但文献［4］和［13］并没有指出定义1中条件( 3) 存在的问题，而且文献［13］给出的粗糙
群粗糙单位元唯一性的证明过程也是有问题的．
根据不严谨的定义推出的性质往往也是不可靠的． 粗糙代数理论( 粗糙群、粗糙环、粗糙格和粗糙理

想等) 从诞生至今已近20年，但到目前为此，几乎所有研究粗糙群的学者在其论文中仍在使用Biswas R和
Nanda S提出的并不严谨的粗糙群定义1，即便对于由Duoqian Miao 和 Suqing Han等人提出的粗糙群修正
定义［4，13］，笔者发现也还没有人引用过．所以，有必要对粗糙群定义提出进一步的修正，以使粗糙群的定义
及其相关性质的证明更为严谨并能纠正一些并不能成立的粗糙群性质．

2 粗糙群的修正定义
根据上述讨论，为使粗糙群的定义和粗糙单位元的唯一性等粗糙群性质的证明更为严谨，结合文献

［4，13］对粗糙群定义 1 的修改，可进一步修改粗糙群定义 1的条件( 3) ，将x∈ G修正为x∈珔A( G) ．
修正后的粗糙群定义如定义 3:
定义 3( 粗糙群的修正定义) 设 S = ( U，R) 是近似空间，符号 * 表示定义在 U上的一个二元运算．

若对≠ G U，G的全体粗糙集 A( G) = ( A( G) ，珔A( G) ) 同时满足下列条件:
( 1) x，y∈ G，总有 x* y∈珔A( G) ;
( 2) x，y，z∈珔A( G) ，总有 x* ( y* z) = ( x* y) * z;
( 3) e∈珔A( G) ，使得x∈珔A( G) ，总有 e* x = x* e = x，这里，e称为 A( G) 中的粗糙单位元;
( 4) x∈ G，y∈ G，使得 x* y = y* x = e，这里，y称为 x在 A( G) 中的粗糙逆元，并可记为 x－1 ;

则称全体粗糙集 A( G) = ( A( G) ，珔A( G) ) 为粗糙群，并简记为〈A( G) ，* 〉．

3 示例
设 nk = { 0，1，2，3，…，k － 1} ，k为素数．令 U = nk － { 0} ，在 U上定义二元运算k :

akb = a × b a × b ＜ k
a × b除以 k所得余数 a × b≥{ k

显然，一般的群一定是粗糙群，但反之不一定成立．可以证明〈U，k〉当且仅当 k为素数时是群，从而
〈U，k〉也是粗糙群．
现设 U = n11 － { 0} = { 1，2，3，4，5，6，7，8，9，10} ，某知识 R对 U的划分 U /R = { E1，E2，E3 } ，其中 E1

= { 1，2，5} ，E2 = { 3，8，9} ，E3 = { 4，6，7，10} ，又设 X1 = { 2，4，5} ，X2 = { 2，3，4，6} ，X3 = { 3，4，5，9} ，
X4 = { 7，8，10} ，X5 = { 2，6} ，X6 = { 5，9} ．
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从而有:

X1 = E1 ∪ E3 = { 1，2，4，5，6，7，10} ，X2 = E1 ∪ E2 ∪ E3 = U，X3 = E1 ∪ E2 ∪ E3 = U，X4 = E2 ∪
E3 = { 3，4，6，7，8，9，10} ，X5 = E1 ∪ E3 = { 1，2，4，5，6，7，10} ，X6 = E1 ∪ E2 = { 1，2，3，5，8，9} ．

对 X1，因 2114 = 8X1，不满足粗糙群修正定义3中条件1的运算封闭性，故X1不是粗糙群; 对X2，

因a，b∈ X2，a11b∈U = X2，二元运算11在 X2上满足粗糙群的运算封闭性，X2上结合律显然成立，

又有粗糙单位元 e = 1∈ X2 ( 但 e X2 ) ，且 X2 中每一元素都可逆( 2116 = 6112 = 1 = e，2与 6互逆;
3 114 = 4 113 = 1 = e，3与 4互逆) ，所以 X2 满足粗糙群的修正定义 3，X2 是粗糙群; 对 X3，因为a，
b∈ X3，a11b∈ U = X3，二元运算11在 X3上满足粗糙群的运算封闭性，X3上结合律显然成立，又有粗

糙单位元 e = 1∈ X3 ( 但 e X3 ) ，且 X3 中每一元素都可逆( 3与 4互逆，5与 9互逆) ，所以 X3 也满足粗糙

群的修正定义 3，X3 是粗糙群; 但 X2 ∩ X3 = { 3，4} 却不是一个粗糙群，因为X2 ∩ X3 = E2 ∪ E3 = { 3，4，
6，7，8，9，10} ，而粗糙单位元 e = 1 X2 ∩ X3，即不满足粗糙群修正定义 3的条件( 3) ，这说明 2个粗糙子
群的交不一定还是粗糙群; 对 X4，因为 e = 1 X4，也不满足粗糙群修正定义 3的条件( 3) ，这说明 X4也不

是粗糙群; 对于X5和X 6，根据粗糙群修正定义3和粗糙子群定义2，它们显然都是粗糙群〈U，11〉的粗糙
子群，且 X5∪ X6 = { 2，5，6，9} 也显然是粗糙群〈U，11〉的粗糙子群，但 X5 X6，X6 X5，这说明，若 H、
K和 H∪ K均是粗糙群 G的粗糙子群，则不一定有 H K或 K H．

4 结束语
根据不严谨的概念或定义推出的定理或性质往往是不可靠的．就粗糙群研究的现有文献来看，到目前

为此，研究粗糙群的学者仍在使用由 Biswas R和 Nanda S提出的并不严谨的粗糙群( B － N粗糙群) 定义．
本文结合参考文献［4，13］对 Biswas R和 Nanda S提出的粗糙群定义的修正进一步修正了粗糙群( B － N
粗糙群) 定义 1 的条件( 3) ，对此条件的修正保证了粗糙群的定义及其相关性质的证明更为严谨，同时讨
论和纠正了一些并不能成立的粗糙群性质，期望粗糙群的研究能够得到更好的发展．

［参考文献］

［1］ Pawlak Z． Rough set［J］． International of Computer and Information Science，1982，11( 5) : 341-356．
［2］ Biswas R，Nanda S． Rough groups and rough subgroup［J］． Bull Polish Acad Sci Math，1994，42: 251-254．
［3］ 张文修，吴志伟，梁吉业．粗糙集理论与方法［M］． 北京: 科学出版社，2001．
［4］ Miao D，Han S Q，Li D G，et al． Rough group，rough subgroup and their properties［M］/ / Sl ezak D，et al． Berlin Heidel-

berg: Springer-Verlag，RSFDGrC 2005，LNAI 3641: 104-113．
［5］ 王德松．粗糙集理论在代数系统-群、环上的应用［D］． 成都: 电子科技大学应用数学学院，2003．
［6］ 于佳丽，舒兰．粗糙商群的性质［J］．模式识别与人工智能，2003，3( 1) : 126-128．
［7］ 王德松，舒兰．粗糙不变子群的若干性质与粗糙商群［J］． 模糊系统与数学，2004，18( 4) : 49-53．
［8］ 丁德松，舒兰，田学全．粗糙环的同态与同构［J］． 工程数学学报，2005，22( 2) : 281-286．
［9］ 于佳丽，舒兰．粗糙不变子群的性质［J］． 模式识别与人工智能，2006，19( 1) : 24-26．
［10］ 张贤勇，莫智文．粗糙群和基于子群的群的粗糙［J］． 四川师范大学学报: 自然科学版，2006，29( 3) : 253-256．
［11］ 阎瑞霞，刘金玉，姚炳学．关于粗糙群的注记［J］． 淮海工学院学报: 自然科学版，2008，17( 1) : 5-8．
［12］ 刘静，郭继东．粗糙群及粗糙商群的部分性质探讨［J］． 白城师范学院学报，2008，22( 3) : 8-10．
［13］ 苗夺谦，李道国．粗糙集理论、算法与应用［M］． 北京: 清华大学出版社，2008: 91-101．
［14］ 耿素云，屈婉玲．离散数学［M］． 北京: 高等教育出版社，2004: 202-203．

［责任编辑:顾晓天］

—24—

南京师大学报( 自然科学版) 第 34 卷第 4 期( 2011 年)



