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［摘要］ 图的完美匹配计数问题是匹配理论研究中的一个重要课题，此问题有很强的物理学和化学背景． 但
是，一般图的完美匹配计数问题却是 NP －困难的．用划分、求和再递推的方法给出了 3 类图完美匹配数目的计
算公式．所给出的方法，可以计算出许多二分图的所有完美匹配的数目．
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Abstract: It is an interesting and important problem to count the number of the perfect matchings in graphs，since it ori-
gins from both physics and chemistry． But the problem of counting the number of the perfect matchings for general graphs
is NP-difficult． In this paper，by applying differentiation，summation and re-recursion calculation，several counting for-
mulas of the perfect matching for three specific types of graphs are given． By the method presented in this paper，many
bipartite graphs of the number of all perfect matchings can be calculated．
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匹配理论是图论研究的重要内容之一，是一个有生机活力的研究领域，它不仅具有很强的应用背景，

而且在过去的几十年中，它是快速发展的组合论中许多重要思想的源泉．图的完美匹配计数理论又是匹配
理论中的重要内容之一．现在，图的完美匹配计数理论已经在多个领域得到应用［1-5］，也引起了众多数学
家、物理学家和化学家的广泛关注［6-10］．遗憾的是，Valiant L 1979 年证明了，一个图( 即使是偶图) 的完美
匹配计数是 NP －难问题．因此，要得到一般图的完美匹配数的计算公式是非常困难的．目前，已有一些文
献对一些特殊图的完美匹配计数作了相关的研究

［11-22］． 本文给出了 3 类图完美匹配数目的计算公式，所
给方法，适合相同结构重复出现的很多偶图完美匹配数的求解．
定义 1 设 m + 1 条长为 n的路 Pi = ui1ui2ui3…ui，n+1 ( i = 1，2，…，m，m + 1) ，连接路 Pi 与 Pi+1 中的

顶点 uij 与 ui+1，j ( i = 1，2，…，m; j = 1，2，…，n，n + 1) 所得的图，称为 m × n的棋盘．本文将 m × n的棋盘
记为 Qm×n．
定义 2 若图 G的两个完美匹配M1和M2中有一条边不同，则称M1和M2是 G的两个不同完美匹配．

1 结果及其证明

定理 1 棋盘 Qi
3×1 的顶点集为 V( Qi

3×1 ) = { u1i，u2i，u3i，u4i，v1i，v2i，v3i，v4i} ，i = 1，2，…，n．

分别连接棋盘 Qi
3×1 和 Qi+1

3×1 的顶点 v1i 和 u1，i +1，v4i 和 u4，i +1 ( i = 1，2，…，n － 1) 所得到的图记为 2 － a －
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nQ3×1，如图 1 所示． f( n) 表示图 2 － a － nQ3×1 的所有不同的完美匹配的数目，则 f( n) = 13 + 槡3 13
26 ·

7 + 槡13( )2

n

+ 13 － 槡3 13
26 · 7 － 槡13( )2

n

．

证明 为了求 f( n) ，先定义图 G1，并求其完美匹配的数目．将长为 3的路 v1v2v3v4 的端点 v1 和 v4 分别
与图 2 － a － nQ3×1 的顶点 u11 和 u41 各连接一条边;再将长为 1的路 u1u2 的端点 u1 和 u2 分别与路 v1v2v3v4
的顶点 v2 和 v3 各连接一条边，所得到的图记为 G1，如图 2所示．易知图 G1 有完美匹配． σ( n) 表示图 G1 的

完美匹配的数目．设图 G1完美匹配的集合为M，图 G1含边 u1v2，u1u2的完美匹配集合分别为M1，M2 ．则
M i≠，i = 1，2．M 1∩M2 = ．所以M = M 1∪M 2，σ( n) = | M | = | M1 | + | M 2 | ．

求 | M 1 | ． M1 ∈M1，因为 u1v 2 ∈ M1，所以 u2v3，v1u11，v4u41 ∈ M1 ．由 σ( n) 的定义知，| M 1 | =
σ( n － 1) ．
求 | M 2 | ．
情形 1 M21 M2，M21 ∈M 21，u1u 2，v2v3，v1u11，v4u41 ∈M21，由 σ( n) 的定义知，| M 21 | = σ( n

－ 1) ．
情形 2 M22 M2，M22 ∈M 22，u1u 2，v1v2，v3v4 ∈ M22，由 f( n) 的定义知，| M 22 | = f( n) ． 故

| M 2 | = σ( n － 1) + f( n) ．
综上所述，

σ( n) = 2σ( n － 1) + f( n) ． ( 1)
再求 f( n) ．易知图 2 － a － nQ3×1 有完美匹配．设图 2 － a － nQ3×1 的完美匹配的集合为M，图 2 － a －

nQ3×1 含边 u11v11，u11u21 的完美匹配集合分别为M1，M 2 ． 则M i≠ ，i = 1，2．M 1∩M2 = ． 所以
M =M 1∪M 2，f( n) = | M | = | M1 | + | M2 | ．
求 | M 1 | ．
情形 1 M11 M1，M11 ∈M11，u11v11，u21v21，u31v31，u41v41 ∈ M11，由 f( n) 的定义知，| M11 | =

f( n － 1) ．
情形 2 M12 M1，M12 ∈M12，u11v11，u21v21，u31u41，v31v41 ∈ M12，由 f( n) 的定义知，| M12 | =

f( n － 1) ．
情形 3 M 13M1，M13 ∈M13，u11v11，u21u31，v21v31，u41v41 ∈ M13，由 f( n) 的定义知，| M13 | =

f( n － 1) ．
易知M1 = M11 ∪M12 ∪M13，M1i ∩M1j = ，i≠ j，1 ≤ i，j≤ 3．
综上所述，| M1 | = 3f( n － 1) ．
求 | M 2 | ．
情形 1 M21 M2，M21 ∈M21，u11u21，v11v21，u31v31，u41v41 ∈ M21，由 f( n) 的定义知，| M21 | =

f( n － 1) ．
情形 2 M22 M2，M22 ∈M22，u11u21，v11v21，u31u41，v31v41 ∈ M22，由 f( n) 的定义知，| M22 | =

f( n － 1) ．
情形 3 M23  M2，M23 ∈ M23，u11u21，u31u41，v21v31，v11u 12，v41u42 ∈ M23，由 σ( n) 的定义知，

| M23 | = σ( n － 2) ．
易知M2 = M21 ∪M22 ∪M23，M2i ∩M2j = ，i≠ j，1 ≤ i，j≤ 3．

—71—

唐保祥，等: 3 类图完美匹配的计数




综上所述，| M 2 | = 2f( n － 1) + σ( n － 2) ．
故

f( n) = 5f( n － 1) + σ( n － 2) ． ( 2)
由( 1) 和( 2) 式，有

f( n) = 5f( n － 1) + f( n － 2) + 2σ( n － 3) ， ( 3)
f( n － 1) = 5f( n － 1) + σ( n － 3) ． ( 4)

( 3) － 2 × ( 4) ，得
f( n) = 7f( n － 1) － 9f( n － 2) ． ( 5)

易知 f( 1) = 5，f( 2) = 26．因此，解递推式( 5) ，得

f( n) = 13 + 槡3 13
26 · 7 + 槡13( )2

n

+ 13 － 槡3 13
26 · 7 － 槡13( )2

n

．

证毕．
定理 2 棋盘 Qi

3×1 的顶点集为 V( Qi
3×1 ) = { u1i，u2i，u3i，u4i，v1i，v2i，v3i，v4i} ，i = 1，2，…，n．

分别连接棋盘 Qi
3×1 和 Qi+1

3×1 的顶点 v2i 和 u2，i +1，v3i 和 u3，i +1 ( i = 1，2，…，n － 1) 所得到的图记为 2 － b －

nQ3×1，如图 3 所示． g( n) 表示图 2 － b － nQ3×1 的所有不同的完美匹配的数目，则 g( n) = 5 + 槡2 5
10 ·( 3 +

槡5)
n + 5 － 槡2 5

10 ·( 3 －槡5)
n ．

证明 为了求 g( n) ，先定义一个图 G2，并求其完美匹配的数目．将长为1的路 u1u2的端点 u1和 u2分

别与图 2 － b － nQ3×1的顶点 u21和 u31各连接一条边得到的图记为 G2，如图 4所示．易知图 G2有完美匹配．
τ( n) 表示图 G2的完美匹配的数目．设图 G2的完美匹配的集合为M，图 G2含边 u1u21，u1u2的完美匹配集

合分别为M1，M 2 ． 则M i≠，i = 1，2．M 1∩M2 = ． 所以M = M 1∪M 2，τ( n) = | M | =
| M1 | + | M 2 | ．

求 | M 1 | ． M1 ∈ M1，因为 u1u21 ∈ M1，所以 u2u31，u11v11，u41v41 ∈ M1 ． 故由 τ( n) 的定义知，
| M 1 | = τ( n － 1) ．
求 | M 2 | ． M2 ∈M 2，因为 u1u2 ∈ M21，所以由 g( n) 的定义知，| M 2 | = g( n) ．
故

τ( n) = g( n) + τ( n － 1) ． ( 6)
求 g( n) 的值．易知图 2 － b － nQ3×1 有完美匹配．设图 2 － b － nQ3×1 的完美匹配的集合为M，图 2 － b

－ nQ3×1 含边 u11v11，u11u21 的完美匹配集合分别为M1，M 2 ．则
Mi ≠，i = 1，2． M 1∩M2 = ． 所以M = M 1∪M 2，g( n) = | M1 | + | M 2 | ．
求 | M 1 | ．
情形 1 M11 M1，M11 ∈M11，u11v11，u21v21，u31v31，u41v41 ∈ M11，由 g( n) 的定义知，| M 11 | =

g( n － 1) ．
情形 2 M12 M1，M12 ∈M12，u11v11，u21v21，u31u41，v31v41 ∈ M12，由 g( n) 的定义知，| M 12 | =

g( n － 1) ．
情形 3 M13 M1，M13 ∈M13，u11v11，u21u31，v21v31，u41v41 ∈ M13，由 g( n) 的定义知，| M 13 | =

g( n － 1) ．
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情形 4 M14 M1，M14 ∈M14，u11v11，u21u31，u41v41，v21u22，v31u32，u12v12，u42v42 ∈M14，由 τ( n) 的定
义知，| M 14 | = τ( n － 2) ．
易知M1 = M11 ∪M12 ∪M13 ∪M14，M1i ∩M1j = ，i≠ j，1 ≤ i，j≤ 4．
综上，就有 | M 1 | = 3g( n － 1) + τ( n － 2) ．
求 | M 2 | ．
情形 1 M21 M2，M21 ∈M21，u11u21，v11v21，u31v31，u41v41 ∈ M21，由 g( n) 的定义知，| M 21 | =

g( n － 1) ．
情形 2 M22 M2，M22 ∈M22，u11u21，u31u41，v11v21，v31v41 ∈ M22，由 g( n) 的定义知，| M 22 | =

g( n － 1) ．显然M21 ∩M 22 = ，M2 = M21 ∪M22，| M 2 | = | M21 | + | M 22 |，故 | M 2 | = 2g( n －
1) ．
综上所述，

g( n) = 5g( n － 1) + τ( n － 2) ． ( 7)
由( 6) 和( 7) 式，得

g( n) = 5g( n － 1) + g( n － 2) + τ( n － 3) ， ( 8)
再由( 7) 式，得

g( n － 1) = 5g( n － 2) + τ( n － 3) ， ( 9)
( 8) － ( 9) 得

g( n) = 6g( n － 1) － 4g( n － 2) ， ( 10)
易知 g( 1) = 5，g( 2) = 26．解递推式( 10) ，得

g( n) = 5 + 槡2 5
10 ·( 3 +槡5)

n + 5 － 槡2 5
10 ·( 3 －槡5)

n ．

证毕．
定理 3 设 5 圈 Ci

5 的顶点集为 V( Ci
51 ) = { ui1，

ui2，ui3，ui4，ui5 } ，i = 1，2，…，2n． 圈 Ci
5 与 Ci+1

5 的顶点

ui1 与 ui+1，1，ui1与 ui+1，5，ui3与 ui+1，4之间分别连接一条

边( i = 1，2，…，2n － 1) 所得到的图记为 3 － 2nC5，如

图 5所示． φ( n) 表示图 3 － 2nC5 的完美匹配的数目，

则 φ( n) = 7 + 槡2 7
21 · ( 4 + 槡7)

n + 7 － 槡2 7
21 · ( 4 －

槡7)
n ．
证明 为了求 φ( n) ，先定义图 G3 和 G4 如下:将路 uv的两端点 u，v分别与图 3 － 2nC5 的顶点 u15，u14

各连接一条边，得到的图记为 G3 ;将路 uv的两端点 u，v分别与图3 － 2nC5的顶点 u11，u 15各连接一条边，得

到的图记为 G4 如图 6、图 7 所示．

易知图 3 － 2nC5，G3，G4 均有完美匹配． h( n) ，θ( n) 分别表示图 G3 和 G4 的完美匹配的数目．
先求 h( n) ．设图 G3 完美匹配的集合为M，图 G3 含边 uv，uu15 的完美匹配集合分别为M1，M 2 ．则

Mi ≠，i = 1，2，M 1∩M2 = ．所以M = M 1∪M 2，从而 h( n) = | M | = | M1 | + | M 2 | ．
求 | M 1 | ． M1 ∈M1，因为 uv∈ M1，所以由 φ( n) 的定义知，| M 1 | = φ( n) ．

求 | M 2 | ．

情形1 M21M2，M21∈M2，uu 15，vu14，u11u21，u12u25，u13u24∈M21，由 h( n) 的定义知，| M 21 | =
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书书书

h( n － 1) ．
情形2 M22M2，M22∈M2，uu 15，vu14，u11u21，u12u13，u25u24∈M22，由 h( n) 的定义知，| M 22 | =

h( n － 1) ．
情形3 M23M2，M23∈M2，uu 15，vu14，u11u12，u21u25，u13u24∈M23，由 h( n) 的定义知，| M23 | =

h( n － 1) ．易知M2 =M21∪M22∪M23，M2i∩M2j = ，i≠ j，1≤ i，j≤3．所以就有 | M2 | = | M21 | +
| M22 | + | M23 | = 3h( n － 1) ．
综上所述，

h( n) = φ( n) + 3h( n － 1) ． ( 11)
再求 θ( n) ．设图 G4的完美匹配的集合为M，图 G4含边 uv，uu11的完美匹配集合分别为M1，M 2 ．则

Mi = ，i = 1，2．M 1∩M2 = ．
所以M = M 1∪M 2，θ( n) = | M | = | M1 | + | M 2 | ．
求 | M 1 | ． 因为M1 ∈M1，uv∈ M1，所以由 φ( n) 的定义知，| M 1 | = φ( n) ．
求 | M 2 | ． M2 ∈M2，因为 uu11 ∈ M2，所以必有 vu25，u14u13，u12u25，u24u23 ∈ M2，所以由 θ( n) 的定

义知，| M 2 | = θ( n － 1) ．
综上所述，

θ( n) = φ( n) + θ( n － 1) ． ( 12)
最后求 φ( n) ．设图 3 － 2nC5 的完美匹配的集合为M，图 3 － 2nC5 含边 u15u11，u15u14 的完美匹配集合

分别为M1，M 2 ．则Mi = ，i = 1，2．M 1∩M2 = ．
所以M = M 1∪M 2，φ( n) = | M | = | M1 | + | M 2 | ．
求 | M1 | ． M1 ∈M 1，因为 u15u11 ∈M1，所以必有 u14u13，u12u25，u24u23 ∈M1，从而由 h( n) 定义知，

| M1 | = h( n － 1) ．
求 | M 2 | ．
情形 1 M21 M2，M21 ∈M21，u15u14，u11u21，u12u25，u13u24 ∈ M21，由 θ( n) 的定义知，| M 21 | =

h( n － 1) ．
情形 2 M22 M2，M22 ∈M22，u15u14，u11u21，u12u13，u25u24 ∈ M22，由 h( n) 的定义知，| M 22 | =

h( n － 1) ．
情形 3 M23 M2，M23 ∈M23，u15u14，u11u12，u21u25，u13u24 ∈ M23，由 h( n) 的定义知，| M 23 | =

h( n － 1) ．
易知M2 = M21 ∪M22 ∪M23，M2i ∩M2j = ，i≠ j，1 ≤ i，j≤ 3．
综上所述，| M2 | = | M21 | + | M22 | + | M23 | = 3h( n － 1) ．
故

φ( n) = 3h( n － 1) + θ( n － 1) ． ( 13)
由( 11) ，( 12) 和( 13) 式，有

φ( n) = 4φ( n － 1) + 9h( n － 2) + θ( n － 2) ， ( 14)
由( 13) 式，得

φ( n － 1) = 3h( n － 2) + θ( n － 2) ， ( 15)
( 14) － 3 × ( 13) 得

φ( n) = 7φ( n － 1) － 2θ( n － 2) ， ( 16)
由( 12) 和( 16) 式，得

φ( n) = 7φ( n － 1) － 2φ( n － 2) － 2θ( n － 3) ， ( 17)
再( 16) 式，得

φ( n － 1) = 7φ( n － 2) － 2θ( n － 3) ， ( 18)
( 17) － ( 18) 得

φ( n) = 8φ( n － 1) － 9φ( n － 2) ， ( 19)
易知 φ( 1) = 4，h( 1) = 7，θ( 1) = 5，所以由( 12) 式知，φ( n) = 26．
因此，解递推式( 19) ，得
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φ( n) = 7 + 槡2 7
21 ·( 4 +槡7)

n + 7 － 槡2 7
21 ·( 4 －槡7)

n ．

证毕．
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