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［摘要］ 由振动系统动力方程的有限元表达形式，推导出结构损伤和模态参数间的联系，建立基于有限元的结

构多位置裂缝的识别方法．本方法通过损伤灵敏度矩阵，识别结构裂缝所在的单元位置并确定裂缝的深度，计算
简便．作者通过数值计算，验证了此方法的有效性．从算例结果可以看出，将结构单元适当细分，可以提高裂缝识
别的精度．
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Abstract: The connection between structural damage and modal parameter was derived and the identification of multi-po-
sition cracks in structures based on finite element method was obtained by using finite element expression of vibrating
system＇s dynamic equation． By making use of damage sensitivity matrix，it is eligible to identify exact positions of struc-
tural cracks，and the crack depths in the meanwhile． This method is simple in calculation． This method is verified by
means of numerical calculations． The results show that comparatively detailed division of the structural elements may im-
prove the identification accuracy．
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在工程实践中，裂缝的存在对结构危害性较大，因此对含裂缝的结构进行研究具有重要的现实意义．
长期以来，基于动力特性的结构损伤检测方法在航空、航天、机械、土木工程等众多领域得到普遍应用，至
今却没有完全令人满意的解决方案，故而一直是国际学术界与工程界关注的热点．
目前在结构损伤和裂缝检测研究中应用最多的方法是监测固有频率的变化

［1-3］．由于工程实践中，固
有频率很容易测量得到，且与测量位置无关，频率测量的精度也比振型和阻尼测量的精度高，因此通常选

择固有频率作为探测损伤位置及程度的参数．但是目前大多数研究还处于对单个位置损伤的数值仿真阶
段
［4-7］，仿真结果及其结论也不统一，对双位置裂缝和多位置裂缝的识别研究则较少见到［8，9］，研究的难点

在于需要对多个裂缝的位置和深度进行识别．
本文运用有限元摄动方法和线弹性断裂力学理论，由振动系统的动力方程的有限元表达形式，推导结

构损伤和模态参数间的联系，以获得识别结构裂缝位置以及裂缝深度的算式．

1 损伤梁运动方程的有限元列式
考虑等截面 Euler-Bernoulli梁，共有 p 处横向裂缝，距左端支座的距离分别为 xc1、xc2、…、xcp，如图 1
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所示:

其自由振动的运动方程为

ρA 
2y( x，t)
t2 (+ EI －∑

p

i = 1
EIciδ( x － xci )) 2

x2
2 ( y( x，t)
x( )2 = 0 ( i = 1，2，…，p) ， ( 1)

其中，y( x，t) 为梁的横向位移; ρ为梁的质量密度; A为横截面面积; E 为材料的弹性模量; I 为梁截面的惯
性矩; Ic 为裂缝位置梁截面惯性矩的减少量．对于矩形截面而言

Ic = ba3

12 + ba h － a( )2
2
= ab
12( 3h

2 － 6ah + 4a2 ) ， ( 2)

其中，b，h分别为截面的宽和高，a为裂缝深度，则系统的动能为

T = 1
2 ∫

L

0
ρA y( x，t)

( )t
2
dx． ( 3)

弹性势能为

U = 1
2 ∫

L

0
EI( x) 

2y( x，t)
x( )2

2

dx = 1
2 ∫

L

0
EI －∑

p

i = 1
EIciδ( x － xci[ ]) 2y( x，t)

x( )2

2

dx． ( 4)

将梁的横向位移表示为

y( x，t) = ∑
n

k = 1
Yk ( x) qk ( t) ， ( 5)

其中 Yk ( x) 是梁的模态振型．从而动能和弹性势能可写成

T = 1
2 ∫

L

0
ρA ∑

n

k = 1
Yk ( x) qk ( t)∑

n

j = 1
Yj ( x) qj ( t[ ]) dx = 1

2∑
n

k = 1
∑

n

j = 1
qk ( t) mkj qj ( t) ， ( 6)

U = 1
2 ∫

L

0
EI －∑

p

i = 1
EIciδ( x － xci[ ]) ∑

n

k = 1
Y″k ( x) qk ( t)∑

n

j = 1
Y″j ( x) qj ( t( )) dx =

1
2 ∫

L

0
EI ∑

n

k = 1
Y″k ( x) qk ( t)∑

n

j = 1
Y″j ( x) qj ( t( )) dx －

1
2∑

p

i = 1
EIciδ( x － xci ) ∫

L

0 ∑
n

k = 1
Y″k ( x) qk ( t)∑

n

j = 1
Y″j ( x) qj ( t( )) dx =

1
2∑

n

k = 1
∑

n

j = 1
qk ( t) kkjqj ( t) －

1
2∑

n

k = 1
∑

n

j = 1
qk ( t) k'kjqj ( t) ， ( 7)

其中

mkj = ∫
L

0
ρAYk ( x) Yj ( x) dx， ( 8a)

kkj = ∫
L

0
EIY″k ( x) Y″j ( x) dx， ( 8b)

k'kj = ∑
p

i = 1
∫

L

0
EIc iδ( x － xci ) Y″k ( x) Y″j ( x) dx = ∑

p

i = 1
EIciY″k ( x) Y″j ( x) ． ( 8c)

代入 Lagrange方程
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d
dt
T
( )q － T

q
+ U
q

= 0， ( 9)

因此得

∑
n

j = 1
mkj q̈j ( t) +∑

n

j = 1
( kkj － k'kj ) qj ( t) = 0， k = 1，2，…，n． ( 10)

将上式写成矩阵形式

［M］{ q̈( t) } + ( ［K］－［K'］) { q( t) } = 0， ( 11)
其中

［M］ = { mkj，k = 1，2，…，n; j = 1，2，…，n} ， ( 12a)
［K］ = { kkj，k = 1，2，…，n; j = 1，2，…，n} ， ( 12b)
［K'］ = { k'kj，k = 1，2，…，n; j = 1，2，…，n} ， ( 12c)

{ q( t) } = { q1 ( t) ，q2 ( t) ，…，qn ( t) }
T ． ( 12d)

2 结构损伤的灵敏度矩阵
忽略阻尼的影响，无裂缝梁振动的特征方程为

( ［K］－ ω2［M］) Φ = 0， ( 13)
其中［K］为刚度矩阵，［M］为质量矩阵，Φ为正则化振型，ω为固有频率．
由式( 11) 知，结构损伤后，如果不考虑质量的变化，由于刚度的变化，从而引起固有频率及振型产生

相应的变化量为［Δω2］和［ΔΦ］．结构损伤后的动力特征方程为
［［K － K'］－ ( ω2 － Δω2) ［M］］( Φ － ΔΦ) = 0， ( 14)

左乘［Φ － ΔΦ］T，将上式展开，且略去二阶项后，经整理可化为
ΦT ( ω2［M］－［K］) Φ － ΦT［K'］Φ + ΔΦT ( ω2［M］－［K］) Φ +

ΦT ( ω2［M］－［K］) ΔΦ + Δω2ΦT［M］Φ = 0． ( 15)
根据［M］和［K］的对称性并注意到( 13) 式

Δω2 = ΦT［K'］Φ
ΦT［M］Φ

． ( 16)

对于某阶模态 i，上式为

Δω2
i =

ΦT
i［K'］Φi

ΦT
i［M］Φi

， ( 17)

联立式( 13) 可得
Δω2

i

ω2
i

=
ΦT

i［K'］Φi

ΦT
i［K］Φi

． ( 18)

定义单元损伤系数矩阵

［K'］N = DN［K］N， ( 19)
其元素为

Di =
( K'N ) ij
( KN ) ij
， ( 20)

K'N和 KN 分别为损伤后刚度矩阵的变化与损伤前的刚度矩阵，N代表损伤单元．式( 18) 可化为
［4］

Δω2
i

ω2
i

= ∑
n

N = 1
Si，NDN， ( 21)

其中 Si，N 为反映刚度变化的特征值敏感度，n为总单元数．上式写成矩阵形式为
{ Z} = ［S］{ D} ， ( 22)

其中 Z为特征值变化向量，［S］为灵敏度矩阵，D为损伤参数列阵．
对于等截面梁的特征值敏感度矩阵的元素可由下式计算:
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Si，N =
∫

xN+1

xN
{ Φ″i ( x) }

2dx

∫
L

0
{ Φ″i ( x) }

2dx
． ( 23)

按照 Gudmunson的研究［10］，模态应变能的变化与固有频率的变化有如下关系:
ΔUi

Ui
=
Δω2

i

ω2
i
， ( 24)

其中 Ui 是未损伤结构的第 i阶模态应变能，ΔUi 是结构损伤后第 i阶模态应变能的损失．

3 损伤识别算式
现在，假设我们讨论的梁为 Euler-Bernoulli梁，其第 i阶模态应变能 Ui 为:

Ui = ∫
l

0
EI{ Φ″i ( x) }

2dx． ( 25)

由线弹性断裂力学理论知，当裂缝深度由 0 增加到 a时所消耗的能量为

Ec = ∫
a

0
GdA = ∫

a

0
Gbda， ( 26)

其中 b为梁截面的宽度，G是应变能释放率．假设仅存在第 I型裂缝，则应变能释放率可写为

G =
K2

I

E ， ( 27)

其中 KI 是第 I型裂缝的应力强度因子，E为弹性模量．
由文献［11］知，

ΔUi = Ec． ( 28)
联立考虑式( 26) 、式( 27) 和式( 28) ，便得应变能的变化为

ΔUi = ∫
a

0

K2
I

E bda = b
E ∫

a

0
K2

I da， ( 29)

而

KΙ = γσ π槡 a ， ( 30)
其中 γ是与裂缝长度和梁的深度之比有关的一个几何因子．对于无限长板条在纯弯曲下单边裂纹的情况，

γ( a) = 1. 122 － 1. 40 ( )a
h

+ 7. 33 ( )a
h

2
－ 13. 08 ( )a

h
3
+ 14. 0 ( )a

h
4
． ( 31)

为简化分析，假设上式在线弹性、多裂纹条件下也成立，则式( 29) 可化为

ΔUi =
πbσ2

N

E ∫
a

0
γ2 ( a) aNda =

πbσ2
N

E ξ( aN ) ， ( 32)

ξ( aN ) = ∫
a

0
γ2 ( aN ) aNda， ( 33)

上式中，aN = a( xN ) 和σN = σ( xN ) 分别表示沿梁的轴线方向在位置 xN处的裂缝大小与最大弯曲应力．对
于 Euler-Bernoulli梁，其应力为

σ( xN ) =
1
2 EhΦ″i ( xN ) ， ( 34)

ΔUi

Ui
= πbh

2

4I ξ( aN ) ， ( 35)

联立式( 21) 、( 28) 和( 35) 便得

Z i = ∑
N

i = 1
SiNξ( aN ) ． ( 36)

假设梁被分成 m段，测得了前 q阶固有频率，则式( 36) 写成矩阵形式为
{ Z} q×1 = ［S］q×m{ D} m×1， ( 37)

其中
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Di = ξ( aN ) i， ( 38)
上式可化为

{ D} m×1 = { ［S］T［S］} －1［S］T{ Z} q×1 = ［S*］m×q{ Z} q×1， ( 39)
其中［S*］m×q = { ［S］T［S］} －1［S］T ．
求解后{ D} 中大于零的元素表示该单元存在裂缝．由式( 39) 得

Di = ∑
q

j = 1
S*

ij Z j， ( 40)

因此，由式( 38) 通过数值计算方法便可求得第 N个位置的裂缝深度
ξ( aN ) = Di ． ( 41)

这样，只要求出了{ D} ，便可得到裂缝存在位置，同时可计算其深度．

4 算法验证
为了验证识别算法的正确性，以两端固支板作为数值算例． 其几何尺寸及有限元计算模型如图 2 所

示，材料参数为弹性模量 E = 200 GPa，密度 ρ = 7 800 kg /m3 ． 存在 3 处裂缝，分别位于距左端支座 x1 =
0. 13 m，深度为 a1 = 0. 3 cm; x2 = 0. 32 m，a2 = 0. 6 cm; x3 = 0. 67 m，a3 = 1. 0 cm．不含裂缝时板的特征值
由经典的理论方法计算，含裂缝板的特征值由 Ansys有限元分析软件计算得到，计算结果列于表 1 中．

表 1 两端固支板的前四阶固有频率

Table 1 First four grades of inherent frequency of two － edge fixed slab

ω1 /Hz ω2 /Hz ω3 /Hz ω4 /Hz

完好板 104. 18 287. 14 562. 97 930. 53
裂缝板 101. 78 282. 63 551. 48 922. 76

将板划分为 10 个单元，由式( 23) 求得的特征敏感度矩阵为

［S］ =

0. 000 7 0. 016 8 0. 076 3 0. 167 4 0. 238 0 0. 238 0 0. 167 4 0. 07 63 0. 016 8 0. 000 7
0. 004 5 0. 076 3 0. 201 7 0. 179 3 0. 038 1 0. 038 1 0. 179 3 0. 201 7 0. 076 3 0. 004 5
0. 015 1 0. 154 7 0. 174 9 0. 021 7 0. 134 1 0. 134 1 0. 021 7 0. 174 9 0. 154 7 0. 0151
0. 030 9 0. 196 1 0. 054 9 0. 130 6 0. 089 3 0. 089 3 0. 1











30 6 0. 054 9 0. 196 1 0. 030 9

，

由式( 40) 算得{ D} 中大于零的项为
{ D2，D4，D5，D6，D7，D8 }

T = { 0. 004 7，0. 020 4，0. 000 26，0. 000 7，0. 054，0. 000 1} T，
损伤因子分布情况如图 3( a) 所示．
由于D5，D6，D8相对于其他3个元素小得很多，可认为这些单元不存在裂缝，或裂缝极小，可忽略．由

此可知板的第二单元( 0. 1 ～ 0. 2 m) 、第四单元( 0. 3 ～ 0. 4 m) 和第七单元( 0. 6 ～ 0. 7 m) 存在裂缝．其相
对深度由式( 41) 求得

a1 /h = 0. 141; a2 /h = 0. 293; a3 /h = 0. 478．
其裂缝识别结果与裂缝实际情况对比见表 2 和图 4( a) 所示．
为比较单元大小对计算精度的影响，将板划分为 20 个单元，按同样过程求得{ D} 中大于零的项为

{ D3，D7，D14 }
T = { 0. 0051，0. 0209，0. 059} T ．

损伤因子分布情况如图 3( b) 所示． 由此可知板的第三单元( 0. 1 ～ 0. 15 m) 、第七单元( 0. 3 ～ 0. 35
m) 和第十四单元( 0. 65 ～ 0. 7 m) 存在裂缝．其相对深度由式( 41) 求得

a1 /h = 0. 147; a2 /h = 0. 296; a3 /h = 0. 492．

—34—

林 缨，等:结构多位置裂缝识别的有限元方法




其裂缝识别结果与裂缝实际情况对比如表 2 和图 4( b) 所示．
表 2 两端固支板裂缝识别结果与实际状况比较

Table 2 Comparison of recognition results and actual results for two － edge fixed slab cracks

实际状况
识别结果

10 单元 20 单元
位置 x /m 深度 / ( a /h) 位置 x /m 深度 / ( a /h) 误差 /% 位置 x /m 深度 / ( a /h) 误差 /%
0. 13 0. 15 0. 1 ～ 0. 2 0. 141 － 6. 0 0. 10 ～ 0. 15 0. 147 － 2
0. 32 0. 20 0. 3 ～ 0. 4 0. 293 － 2. 3 0. 30 ～ 0. 35 0. 296 － 1. 33
0. 67 0. 50 0. 6 ～ 0. 7 0. 478 － 4. 4 0. 65 ～ 0. 70 0. 492 － 1. 6

5 结论
本文提出了一种结构多裂缝诊断的有限元方法．运用摄动方法和线弹性断裂力学理论，推导出裂缝梁

结构振动时动力方程的有限元表达式，建立了由结构损伤前和损伤后的前几阶( 一般为 3 阶) 特征值的变
化，识别裂缝所在的单元以及其深度的算式．以上算例基于板带，但对于其他结构，如简支梁、悬臂梁、两端
固支梁或多跨连续梁等的损伤识别，通过选择相应的应力强度因子的计算公式，本文方法也同样适用( 由

于篇幅所限，其他算例未给出) ．
从数值模拟计算结果可以看出，该方法能同时识别出裂缝位置和其程度，具有计算简单的特点．虽然
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裂缝位置只能识别出裂缝所在的单元，不过随着结构单元划分得较细，识别精度将会相应提高，当然在实

际应用中，没必要过分追求计算精度，需要注意计算精度和计算效率的协调．
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