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［摘要］ 利用次范整线性空间上可加奇性算子的 3 种不同的次范数和拟次范数，研究了可加奇性算子空间．

证明了有界 ( 局部有界、球有界) 可加奇性算子空间关于相应的算子次范数 ( 拟次范数) 构成一个次范 ( 拟次
范) 整线性空间． 此外，还给出了可加奇性算子空间成为完备次范整线性空间的几个充分条件．
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1 预备知识
王国俊等在文［1］中引入并研究了平移空间． 在文［2］中引入了次范整线性空间( 简称次范 Z － 空

间) ，证明了任一可换平移空间，可以导出一个次范 Z － 空间．在文［3］中，我们证明了可换平移空间与次
范 Z － 空间本质上是等价的，两者可互相确定．次范 Z － 空间是赋范线性空间的重要推广，因此进一步研
究次范 Z － 空间的基本理论是有科学意义的．在文［3］中，我们建立了 Abel群上的 Hahn-Banach定理，即
Abel群上可加奇泛函的延拓定理．作为其推论，得到了次范 Z空间上的Hahn-Banach定理．在文［4］中，研
究了次范Z －空间上的可加奇性算子理论．定义了可加奇性算子3种不同的拟次范数，其中1种是次范数．
利用它们分别给出了可加奇性算子3种有界性( 即有界、局部有界和球有界) 的刻画，深入地讨论了这3种
有界性之间的关系，以及它们与连续性之间的关系，给出使它们彼此等价的条件．此外，还进一步研究了次
范 Z －空间上连续可加奇性算子族的共鸣定理，推广了文［2］的相应结果．在文［2-4］工作的基础上，本文
将研究次范Z －空间上的可加奇性算子空间．利用文［4］引入的可加奇性算子的3种不同的( 拟) 次范数，
证明了有界可加奇性算子空间关于相应的算子次范数构成一个次范整线性空间; ( 在 θ处) 局部有界和球
有界的可加奇性算子空间关于相应的算子拟次范数构成拟次范整线性空间，同时，给出了使它们构成次范

整线性空间的充分条件．此外，我们还给出了使这些可加奇性算子空间成为完备的次范 Z －空间的几个充
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分条件．我们的工作推广了经典泛函分析中赋范空间上有界线性算子空间的相应理论．
设( X，+，θ) 是 Abel群，Z是整数加群，其中 θ是零元． Z + 和 Z － 分别表示所有正整数和所有负整数的

集合．我们定义整数 m与 X中元素 x的“数乘”mx如下:

mx =

x + … { + x
m

， m∈ Z +，

－ ［( － m) x］， m∈ Z －，

θ， m = 0
{

．
容易验证( X，+，θ) 上的这种“数乘”运算( 称为 Z － 数乘) 具有如下性质:
( i) m( x + y) = mx + my;
( ii) ( m + n) x = mx + nx;
( iii) ( mn) x = m( nx) ;
( iv) 1x = x．
定义了这种“数乘”的Abel群( X，+，θ) 称为整线性空间，简单称为Z －线性空间，记为( X，+，θ) Z，或

简记为 XZ ．

定义 1［2，4］ 设( X，+，θ) Z 是一个整线性空间．映射‖·‖: XZ →［0，+ ∞ ) 满足以下条件:
( SN － 1) ‖x‖ = 0 当且仅当 x = θ;
( SN － 2) ‖x + y‖≤‖x‖ + ‖y‖，x，y∈ X;
( SN － 3) ‖ － x‖ = ‖x‖，x∈ X，

则称‖·‖为 XZ 上的一个次范数，称( XZ，‖·‖) 为次范整线性空间，或简称次范 Z － 空间．
如果映射‖·‖: XZ→［0，+ ∞ ) 满足: ( SN － 1) '‖θ‖ = 0，以及( SN － 2) 和( SN － 3) ，则称‖·‖

为 XZ 上的一个拟次范数，称( XZ，‖·‖) 为拟次范 Z － 空间．
注 1 文［2］中将次范整线性空间简称为“Z －空间”，本文与文［4］一样，不采用这一简称，因为它容

易与“整线性空间”( 即“Z － 线性空间”) 相混淆．
仿照赋范线性空间的情形，我们可以在次范 Z － 空间中，引入收敛点列、Cauchy列和完备性等概念．
定义 2［4］ 设( X，+，θ) 和( Y，+，θ) 是两个 Abel群( 为了简化记号，这两个群中的零元，使用了同一

个记号 θ) ，T: X→ Y是一映射，
( 1) 如果对每个 x∈ X，有 T( － x) = － T( x) ( T( － x) = T( x) ) ，则称 T为奇性算子( 相应地，偶性算

子) ;

( 2) 如果对任何 x，y∈ X，有 T( x + y) = T( x) + T( y) ，则称 T为可加算子．
特别地，如果 Y = R，则分别改称奇( 偶) 性算子、可加算子为奇( 偶) 性泛函、可加泛函．
定义 3［2，4］ 设( XZ，‖·‖1 ) 和( YZ，‖·‖2 ) 是两个次范 Z － 空间，T: XZ → YZ 是可加奇性算子，

( 1) 如果存在 m ＞ 0 使得对任何 x∈ X，有‖Tx‖2 ≤ m‖x‖1，则称 T是有界的．
( 2) 如果存在某个小球 BX ( x0，r) = { x∈ X | ‖x － x0‖≤ r} ( x0 ∈ X，r ＞ 0) 及 m ＞ 0，使得对任何

x∈ BX ( x0，r) ，有‖Tx‖2 ≤ m‖x‖1，则称 T在 x0 处是局部有界的，简称 T是局部有界的．
( 3) 如果存在 r，m ＞ 0 使得对任何 x∈ BX ( θ，r) ，有‖Tx‖2 ≤ m，则称 T是球有界的．

注 2［4］ 文［2］对次范 Z － 空间上的“线性算子”定义了有界、局部有界和球有界性．其实，次范 Z －
空间上的“线性算子”与“可加奇性算子”是等价的．另外，需要指出的是上述定义2中给出的算子“局部有
界性”与［2］中的定义有所不同，确切地说，文［2］意义下的“局部有界”就是这里的“在 θ处局部有界”．
不难看出:

T有界T( 在 θ处) 局部有界T球有界．其逆一般不成立( 见文［4］的例 1 和例 2) ．
定义 4［4］ 设( XZ，‖·‖) 是( 拟) 次范 Z － 空间，
( 1) 如果‖·‖满足: 对任何 x∈ X和 n∈ Z +，‖nx‖ = n‖x‖，则称‖·‖是整齐性的．
( 2) 如果 x0∈ X且存在自然数子列{ nk} 使得( 1 /nk ) x∈ X( k = 1，2，…) ，则称 x0是 X中的非孤立元．
有关的例子参见［4］中的例 1 ～ 例 4．
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2 可加奇性算子空间
我们用A( X，Y) 表示 XZ到 YZ的可加奇性算子全体．记B( X，Y) 为 XZ到 YZ的有界可加奇性算子全

体．在 B( X，Y) 中定义加法，负元如下:
T1，T2，T∈ B( X，Y) ， ( T1 + T2 ) ( x) = T1x + T2x， ( － T) ( x) = － ( Tx) ，

则( B( X，Y) ，+，Θ) 是一个 Abel群( 其中 Θ 是零算子) ，( B( X，Y) ，+，Θ) Z 是一个整线性空间，简记为
B( X，Y) Z ．类似地，我们分别记BL ( X，Y) 和BB ( X，Y) 为 XZ到 YZ的在 θ处局部有界可加奇性算子全体和
球有界可加奇性算子全体．相应地，( BL ( X，Y) ，+，Θ) Z和( BL ( X，Y) ，+，Θ) Z也是整线性空间，分别简记
为 BL ( X，Y) Z 和 BB ( X，Y) Z ．
定义5［4］ 设( XZ，‖·‖1 ) 和( YZ，‖·‖2 ) 是两个次范 Z －空间，T: XZ→ YZ是可加奇性算子．我们

分别定义 3 个映射‖·‖，‖·‖L，‖·‖B :A( X，Y) →［0，+ ∞］如下( 规定 sup = 0) :

‖T‖ = sup
x≠θ

‖Tx‖2

‖x‖1
， ( 1)

‖T‖L = inf
r ＞ 0

sup
0 ＜‖x‖1≤r

‖Tx‖2

‖x‖1
， ( 2)

‖T‖B = inf
0 ＜ r≤1

sup
‖x‖1≤r

‖Tx‖2

r ． ( 3)

注 3 上述‖T‖B 的定义与［4］中的定义稍有不同．在［4］中，

‖T‖B = inf
r ＞ 0

sup
‖x‖1≤r

‖Tx‖2

r ． ( 3) '

不难看出，这一改动并不影响［4］中得到的所有结果．但对下面关于球有界可加奇性算子空间完备性
的讨论是有益的．
引理 1［4］ 设( XZ，‖·‖1 ) 和( YZ，‖·‖2 ) 是两个次范 Z － 空间，T∈A( X，Y) ，则
( 1) T有界当且仅当‖T‖ ＜ + ∞ ;
( 2) T在 θ处局部有界当且仅当‖T‖L ＜ + ∞ ;
( 3) T球有界当且仅当‖T‖B ＜ + ∞ ．
定理 1 由( 1) 式定义的‖·‖，即

‖T‖ = sup
x≠θ

‖Tx‖2

‖x‖1
， T∈ B( X，Y) Z

是 B( X，Y) Z 上的次范数，从而( B( X，Y) Z，‖·‖) 是一个次范 Z － 空间．
证明 类似于赋范空间上有界线性算子空间的证明，故省略．
定理 2 由( 2) 式定义的‖·‖L，即

‖T‖L = inf
r ＞ 0

sup
0 ＜‖x‖1≤r

‖Tx‖2

‖x‖1
， T∈ BL ( X，Y) Z

是BL ( X，Y) Z上的拟次范数，从而( BL ( X，Y) Z，‖·‖L ) 是一个拟次范Z －空间．如果XZ中的每个非零元

是非孤立的，且‖·‖1，‖·‖2 具有整齐性，则( BL ( X，Y) Z，‖·‖L ) 是次范 Z － 空间．
证明 ( SN － 1) '，( SN － 3) 显然成立．
( SN － 2) 设 Ti ∈ BL ( X，Y) Z，i = 1，2．则对任意的 ε ＞ 0，存在 ri ＞ 0 使得

sup
0 ＜‖x‖1≤ri

‖Tix‖2

‖x‖1
＜ ‖Ti‖L + ε /2，i = 1，2．

令 r0 = min{ r1，r2 } ，则有

sup
0 ＜‖x‖1≤r0

‖Tix‖2

‖x‖1
＜ ‖Ti‖L + ε /2，i = 1，2．

从而

sup
0 ＜‖x‖1≤r0

‖( T1 + T2 ) ( x) ‖2

‖x‖1
≤ sup

0 ＜‖x‖1≤r0

‖T1x‖2

‖x‖1
+ sup

0 ＜‖x‖1≤r0

‖T2x‖2

‖x‖1
＜ ‖T1‖L + ‖T2‖L + ε．
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所以，

‖T1 + T2‖L = inf
r ＞ 0

sup
0 ＜‖x‖1≤r

‖( T1 + T2 ) ( x) ‖2

‖x‖1
≤ sup

0 ＜‖x‖1≤r0

‖( T1 + T2 ) ( x) ‖2

‖x‖1
＜

‖T1‖L + ‖T2‖L + ε．
由 ε的任意性，即得‖T1 + T2‖L ≤‖T1‖L + ‖T2‖L，( SN － 2) 得证．因此，( BL ( X，Y) Z，‖·‖L )

是拟次范 Z － 空间．
设 XZ中的每个非零元是非孤立的，且‖·‖1具有整齐性．如果‖T‖L = 0，则由( 2) 式知，对任意的

r ＞ 0，当 0 ≤‖x‖1 ≤ r时，有‖Tx‖2 ≤ r‖x‖1 ．现考虑任一 x∈ X，x≠ θ，由 x的非孤立性知，存在自

然数子列{ ni} 使得
1
ni
x∈ X( i = 1，2，…) ．显然，可选取 ni0 满足

ni0 r
‖x‖1

＞ 1．注意到‖·‖1 是整齐性的，

不难证明‖ 1
ni0

x‖1 = 1
ni0

‖x‖1 ．所以，我们有

ni0 r
‖x‖[ ]

1

· 1
ni0

x
1

= ni0 r
‖x‖[ ]

1

1
ni0

x
1
≤

ni0 r
‖x‖1

· 1
ni0

‖x‖1 = r．

由此推得

T ni0 r
‖x‖[ ]

1

1
ni0

( )x
2

≤ r ni0 r
‖x‖[ ]

1

1
ni0

x
1

= r ni0 r
‖x‖[ ]

1

1
ni0

‖x‖1 ． ( 4)

注意到‖·‖2 具有整齐性，

T ni0 r
‖x‖[ ]

1

1
ni0

( )x
2

= ni0 r
‖x‖[ ]

1

T 1
ni0

( )x
2
． ( 5)

由( 4) ，( 5) 推得

‖Tx‖2 = T ni0·
1
ni0

( )x
2
= ni0 T 1

ni0
( )x

2
≤ r‖x‖1 ．

由 r ＞ 0的任意性，即得‖Tx‖2 = 0( x≠ θ) ，这表明 T = Θ．因此( BL ( X，Y) Z，‖·‖L ) 是次范 Z
－ 空间．
定理 3 由( 3) 式定义的‖·‖B，即

‖T‖B = inf
0 ＜ r≤1

sup
‖x‖1≤r

‖Tx‖2

r ， T∈ BB ( X，Y) Z

是 BB ( X，Y) Z 上的拟次范数，从而( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 是一个拟次范 Z － 空间．如果 XZ 中的每个非零

元是非孤立的，且‖·‖1 具有整齐性，则( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 是次范 Z － 空间．
证明 类似于定理 2，不难证明( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 是一个拟次范 Z － 空间．
现在假设 XZ中的每个非零元是非孤立的，且‖·‖1具有整齐性．如果‖T‖B = 0，则由( 3) 式知，对

任意的 0 ＜ r≤ 1，当‖x‖≤ r时，下述不等式总成立:

‖Tx‖2 ＜ r
n， n = 1，2，…

对任何 x∈ X，x≠ θ，因为 x是非孤立元，所以存在自然数子列{ ni} 使
1
ni
x∈ X( i = 1，2，…) ．因为‖

·‖1 是整齐性的，所以可取充分大的 ni0 使
1
ni0

x
1
=
‖x‖1

ni0

≤ r．于是，我们有

T 1
ni0

( )x
2
＜ r

ni0

．

由此推得

‖Tx‖2 = T ni0·
1
ni0

( )x
2
= ni0T

1
ni0

( )x
2
≤ ni0 T 1

ni0
( )x

2
≤ ni0·

r
ni0

= r．

于是，由 x和 r的任意性，我们可以断定 T是零算子，即 T = Θ．因此( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 是次范 Z －
空间．
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3 可加奇性算子空间的完备性
为了讨论算子空间 B( X，Y) Z 的完备性，我们需要引进下列概念:

定义 6［3］ 设( XZ，‖·‖) 是( 拟) 次范 Z － 空间． 如果 x0 ∈ X 满足: 对任何 n ∈ Z +，‖nx0‖ =
n‖x0‖，则称 x0 是( XZ，‖·‖) 中的整齐性元．
显然，‖·‖是整齐性的当且仅当( XZ，‖·‖) 中每个元是整齐性元．
例 1 设 S = { xi‖i∈Z} ，在 S中定义加法如下: xi + xj = xi+j，记 θ = x0 ．则( S，+，θ) 是一个Abel群．

再在 SZ 上定义‖xi‖ = ‖i‖，xi ∈ S．则不难验证( SZ，‖·‖) 是一个次范 Z － 空间，且‖·‖是整齐
性的．
例 2 设( S，+，θ) 如上例定义．现定义‖·‖1 : SZ →［0，+ ∞ ) 如下:

‖xi‖1 = 0， i = 0，
‖i‖ + 1， i≠ 0{ ，

xi ∈ S，

则不难验证( SZ，‖·‖1 ) 也是次范 Z － 空间．但是，( SZ，‖·‖1 ) 中不含有任何非零整齐性元．
事实上，对任何 i∈ Z \ { 0} ，当 n∈ N \ { 1} 时，我们有

‖nxi‖1 = ‖xni‖1 = | ni | + 1 = n | i | + 1 ＜ n( | i | + 1) = n‖xi‖1 ．
例 3 设( ( X1 ) Z，‖·‖1 ) 是一个次范Z －空间，( X1 ) Z中每个元都是整齐性元． ( ( X2 ) Z，‖·‖2 ) 也

是一个次范 Z －空间，( X2 ) Z中不含有任何非零整齐性元．记 X = X1 × X2，对 x = ( x1，x2 ) ，y = ( y1，y2 ) ∈
X，定义加法: x + y = ( x1 + y1，x2 + y2 ) ，以及 － x = ( － x1，－ x2 ) ，O = ( θ，θ) ．则不难看出( X，+，O) 是一
个 Abel群．再在 XZ = ( X，+，O) Z 上定义映射‖·‖: X→［0，+ ∞ ) 如下:

‖x‖ = ‖( x1，x2 ) ‖ = ‖x1‖1 + ‖x2‖2， x = ( x1，x2 ) ∈ X，
则( XZ，‖·‖) 是一个次范Z －空间，称它为( ( X1 ) Z，‖·‖1 ) 与( ( X2 ) Z，‖·‖2 ) 的乘积次范Z －空间．
对任何 n∈ N及( x1，θ) ∈ X = X1 × X2，x1 ≠ θ，注意到 x1 是( X1 ) Z 中的整齐性元，我们有

‖n( x1，θ) ‖ = ‖( nx1，θ) ‖ = ‖nx1‖1 + ‖θ‖2 = n‖x1‖1 + n‖θ‖2 =
n( ‖x1‖1 + ‖θ‖2 ) = n‖( x1，θ) ‖．

因此，XZ 中形如( x1，θ) 的元( 其中 x1 ∈ X1 \ { θ} ) 都是非零整齐性元．
对任何( θ，y2 ) ∈ X = X1 × X2，y2 ≠ θ，因为 y2 不是( X2 ) Z 的整齐性元，所以存在某个 n ∈ N 使得

‖ny2‖2 ≠ n‖y2‖2，从而

‖n( θ，y2 ) ‖ = ‖( θ，ny2 ) ‖ = ‖θ‖1 + ‖ny2‖2 ≠‖θ‖1 + n‖y2‖2 =
n( ‖θ‖1 + ‖y2‖2 ) = n‖( θ，y2 ) ‖．

因此，XZ 中形如( θ，y2 ) 的元( 其中 y2 ∈ X2 \ { θ} ) 都不是整齐性元．
上述例子表明，存在这样的次范Z －空间( XZ，‖·‖) ，它的元素中既有非零整齐性元，又有非整齐性

元．
定义7 设( XZ，‖·‖) 是( 拟) 次范Z －空间． x0∈X称为XZ的有理元，如果对任何 n∈Z +，( 1 /n) x0

∈ X．
显然，“有理元”必是“非孤立元”． x0 是 XZ 的有理元当且仅当对任何有理数 q，qx0 ∈ X．
定理 4 设( XZ，‖·‖1 ) 和( YZ，‖·‖2 ) 是两个次范 Z － 空间．如果( YZ，‖·‖2 ) 是完备的，则算

子次范 Z － 空间( B( X，Y) Z，‖·‖) 也是完备的．
证明 类似于赋范空间上有界线性算子空间的情形，因此被省略．
定理 5 设( XZ，‖·‖1 ) 和( YZ，‖·‖2 ) 是两个次范 Z － 空间．如果 XZ 中的每个非零元是非孤立

的，‖·‖1 具有整齐性，且( YZ，‖·‖2 ) 是完备的，则算子次范 Z －空间( BL ( X，Y) Z，‖·‖L ) 也是完备

的．
证明 设{ Tn} 是( BL ( X，Y) Z，‖·‖L ) 中的任一 Cauchy列，则对任给的 ε ＞ 0，存在 n0 ∈ N，当 m，

n≥ n0 时，有‖Tn － Tm‖L ＜ ε．从而由算子次范数的定义( 2) 知，存在 r0 ＞ 0，使得当 m，n≥ n0 和 0 ＜
‖x‖1 ≤ r0 时，

‖Tnx － Tmx‖2 = ‖( Tn － Tm ) x‖2 ≤ ε‖x‖1 ． ( 6)
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对每个 x∈ X \ { θ} ，因为 ‖·‖1 具有整齐性且 x 是非孤立的，所以存在充分大的自然数 k0 使得
( 1 / k0 ) x∈ X且‖( 1 / k0 ) x‖1 = ‖x‖1 / k0 ≤ r0，从而有

Tn
1
k0

( )x － Tm
1
k0

( )x
2
≤ ε 1

k0
x

1
= ε

k0
‖x‖1 ．

从而当 m，n≥ n0 时有

‖Tnx － Tmx‖2 = k0 Tn
1
k0

( )x － Tm
1
k0

( )( )x
2
≤

k0 Tn
1
k0

( )x － Tm
1
k0

( )x
2
≤ ε‖x‖1 ．

这表明{ Tnx} 是 Y中的 Cauchy列．又因( YZ，‖·‖2 ) 是完备的，所以可定义 Tx = lim
n→∞

Tnx，x∈ X．容

易验证 T是 X到 Y的可加奇性算子．在( 6) 式中令 m→ ∞，推得

‖Tn － T‖L ≤ sup
0 ＜‖x‖1 ＜ r0

‖( Tn － T) x‖2

‖x‖1
≤ ε( 当 n≥ n0 时) ，

于是，由引理1知T － Tn0∈BL ( X，Y) ，从而T = Tn0 + ( T － Tn0 ) ∈BL ( X，Y) ，且{ Tn} 依算子次范数‖·‖L

收敛于 T．因此( BL ( X，Y) Z，‖·‖L ) 是完备的．
定理 6 设( XZ，‖·‖1 ) 和( YZ，‖·‖2 ) 是两个次范 Z － 空间． 如果 XZ 中的每个元都是有理元，

‖·‖1 具有整齐性，且( YZ，‖·‖2 ) 是完备的，则算子次范Z －空间( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 也是完备的．
证明 设{ Tn} 是( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 中的任一 Cauchy列，则对任给的 ε ＞ 0，存在 n0 ∈ N，当 m，

n≥ n0 时，有‖Tn － Tm‖B ＜ ε．从而由算子次范数的定义( 3) 知，存在 0 ＜ r0 ≤ 1，使得当 m，n ≥ n0 和

‖x‖1 ≤ r0 时，
‖Tnx － Tmx‖2 = ‖( Tn － Tm ) x‖2 ＜ r0ε≤ ε． ( 7)

对每个 x∈ X且‖x‖1 ＞ r0，因为‖·‖1 具有整齐性且 x是有理元，所以存在充分大的自然数 k满
足: ( 1 / k) x∈ X，‖( 1 /nk ) x‖1 = ‖x‖1 /nk ． 选取充分大的 k0 使得 ‖x‖1 / k0 = ‖( 1 / k0 ) x‖1 ≤ r0 且
‖x‖1 / ( k0 － 1) ＞ r0，则由( 7) 得

Tn
1
k0

( )x － Tm
1
k0

( )x
2
≤ r0ε( 当 m，n≥ n0 时) ．

从而推得

‖Tnx － Tmx‖2 = k0 Tn
1
k0

( )x － Tm
1
k0

( )( )x
2
≤

k0 Tn
1
k0

( )x － Tm
1
k0

( )x
2
≤ k0 r0ε = ( k0 － 1) r0ε + r0ε≤ ( ‖x‖1 + 1) ε( 当 m，n≥ n0 ) ． ( 8)

由( 7) 和( 8) 知，对任何 x∈ X，{ Tnx} 是 Y中的 Cauchy列．又因( YZ，‖·‖2 ) 是完备的，所以可定义

Tx = lim
n→∞

Tnx，x∈ X．容易验证 T是 X到 Y的可加奇性算子．在( 7) 式中令 m→ ∞，推得

‖Tn － T‖B ≤ sup
‖x‖1 ＜ r0

‖( Tn － T) x‖2

r0
≤ ε( 当 n≥ n0 时) ，

于是，由引理 1 知 T － Tn0 ∈ BB ( X，Y) ，从而 T = Tn0 + ( T － Tn0 ) ∈ BB ( X，Y) ，且{ Tn} 依算子次范数

‖·‖B 收敛于 T．因此( BB ( X，Y) Z，‖·‖B ) 是完备的．
定理 7 设( XZ，‖·‖1 ) 和( Y，‖·‖2 ) 是两个次范 Z － 空间，且 XZ 中存在非零整齐性元．如果算

子次范 Z － 空间( B( X，Y) Z，‖·‖) 是完备的，则( Y，‖·‖2 ) 是 Banach空间．
证明 不妨设 x0是 XZ的非零整齐性元，则由次范 Z －空间上Hahn-Banach定理的推论( 即文［3］的

推论 1) 知，存在 XZ 上的有界可加奇性泛函 f，使 f( x0 ) = ‖x0‖1 且‖f‖ = 1．
设{ yn} 是( Y，‖·‖2 ) 中任一 Cauchy列，定义算子 Tn : XZ → Y如下:

Tnx = f( x) yn， x∈ X，n∈ N．
注意到( Y，‖·‖2 ) 是赋范空间，故上式定义是有意义的．由 f的可加奇性易知，Tn 是可加奇性算子．

下证 Tn 是有界的．因为
‖Tnx‖2 = ‖f( x) yn‖2 = | f( x) | ‖yn‖2 ≤‖f‖‖x‖1‖yn‖2 = ‖yn‖2‖x‖1， x∈ X，
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所以 Tn 有界，且‖Tn‖≤‖yn‖2 ＜ + ∞ ．同理可推得
‖Tn － Tm‖≤‖yn － ym‖2 ．

注意到{ yn} 是赋范空间( Y，‖·‖2 ) 中的 Cauchy列，所以{ Tn} 是算子空间( B( X，Y) Z，‖·‖) 中的
Cauchy列，再由( B( X，Y) Z，‖·‖) 的完备性可知，存在 T∈ B( X，Y) Z 使得‖Tn － T‖→ 0( n→ ∞ ) ．

令 y =
Tx0
‖x0‖1

∈ Y，我们有

‖yn － y‖2 = Tnx0
‖x0‖1

－
Tx0
‖x0‖1 2

= 1
‖x0‖1

‖( Tn － T) x0‖2 ≤‖Tn － T‖→ 0( n→ ∞ ) ，

所以( Y，‖·‖2 ) 是 Banach空间．
推论 1
设( X，‖·‖1 ) ，( Y，‖·‖2 ) 是赋范空间，则 B( X，Y) 是 Banach空间当且仅当 Y是 Banach空间．
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