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［摘要］ 设 { an }
∞
n = 1是无界的正整数序列，满足当 n→∞时 an + 1 /an→α． 设 β ＞ max{ α，2} ． 则存在 x0，对所有

x ＞ x0，若 A，B 是［0，x］的子集且满足 0∈A∩B，| A | + | B |≥2 1 － 1( )β x，则和集 A + B 包含序列 { an } 的元

素． 本文是 Kapoor V结果的一般化．
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Abstract: Let { an }
∞
n = 1 be an unbounded sequence of positive integers with an + 1 /an→α as n→∞，and let β ＞ max{ α，

2} ． Then there exists an x0 such that for all x ＞ x0 and if A，B［0，x］ are sets of nonnegative integers with 0∈A∩B
and

|A | + |B |≥2 1 － 1( )β x，

then the sumset A + B contains an element of the sequence { an } ． This generalizes a recent result by Kapoor V．
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1 引言及主要结果
设 A，B 是整数集合，其和集与差集分别定义为 A + B = { a + b: a∈ A，b∈ B} ，A － B = { a － b: a∈

A，b∈ B} ． 对任意整数 t，定义集合 t + A = { t} + A，t － A = { t} － A 以及 2A = A + A．
在［1］中，Erds和 Freud猜想: 若整数集合 A［1，n］，| A | ＞ n /3，则 2 的方幂可以表示为集合 A

中不同元素的和． 对充分大的 n，Erds 和 Freiman［2］证明猜想成立，后来 Nathanson和 Srkzy［3］将 n的
界作了改进．
另一方面，Lev［4］ 证明了: 若整数集合 A［0，n］满足 | A |≥ n /2 + 1，则或者 A 包含 2 的方幂，或

者 A 中存在两个不同元素其和是 2的方幂． 最近，潘灏［5］证明了: 若 m≥ 3，A∈［0，n］，0∈ A，| A |≥
( 1 － 1 /m) n + 1，则 2A 包含 m 的方幂． 其他整数子集和的相关研究结果，读者可以参考文献［6-8］．
在［9］中Kapoor研究由不小于 2 的实数的方幂生成的序列，证明了: 对无界正整数序列 { an} 满足当

n→∞ 时 an+1 /an→ α，实数 β ＞ max{ α，2} ，对所有充分大的 x，若非负整数集合 A［0，x］满足0 ∈ A
和 | A |≥ ( 1 － 1 /β) x，则 2A 包含序列 { an} 的元素．

本文利用证明关于 2 的方幂的 Lev引理［4］ 的方法，将 Kapoor的结果一般化如下:
定理 1 设 { an}

∞
n = 1是无界的正整数序列，满足当 n→ ∞ 时 an+1 /an → α． 设 β ＞ max{ α，2} ． 则存
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在 x0满足对所有 x ＞ x0，若 A，B 是［0，x］的子集且满足 0∈ A∩ B，| A | +| B |≥ 2 1 － 1( )β
x，则和集

A + B 包含序列 { an} 的元素．
定理 1 可以从下面更一般的结果得出:
定理 2 设无界正整数序列 { an}

∞
n = 1满足 an+1 /an ≤ β，β 是大于等于 2的常数． 则对所有 x≥ 0，若

非负整数集合 A，B［0，x］满足 0 ∈ A∩ B，

| A | +| B | ＞ 2 1 － 1( )β
x + 2

β
· a1[ ]2

+ 2，

则和集 A + B 中包含序列 { an} 中的元素．

注 令 a1 = 2k，A = ［0，k］，B = ［0，k － 1］， a1 － 1[ ]2
≤ x ＜ a1 ． 则 | A | +| B | = 2k + 1 = a1 +

1． 若将参考文献［9］中 a1 － 1[ ]2
代替定理 2 中 a1[ ]2

，则 | A | +| B | ＞ 2 a1 － 1[ ]2
+ 2 = 2 a1 + 1[ ]2

． 但显

然 a1不在集合 A + B = ［0，2k － 1］中． 因此，定理 2 中条件 a1[ ]2
是最优的．

2 定理 2 的证明
首先假设 0 ≤ x ＜ a1，集合 A，B［0，x］满足定理条件． 令 x0 = ［a1 /2］．

若 x ＜ x0，则 | A | +| B | ＞ 2( 1 － 1 /β) x + 2x0 /β + 2 ＞ 2x + 2．
因为 A，B［0，x］，这显然不可能．所以 x0 ≤ x ＜ a1，我们得到

| A | +| B | ＞ 2( 1 － 1 /β) x + 2x0 /β + 2 ≥ 2x0 + 2 = 2［a1 /2］+ 2 ≥ a1 + 1，
则 ( a1 － A) ∩ B≠，可推得 a1 ∈ A + B． 定理在 0 ≤ x ＜ a1时成立．
下面对［x］用数学归纳法证明定理成立． 不失一般性，假设 x 是正整数，x≥ a1 ． 由于序列 { an} 无

界，可以选择最小的 r，使 x ＜ ar+1 ． 则 x≥ ar ． 我们得到 ar ≤ x ＜ ar+1 ． 令集合 A，B 满足定理条件． 下
面分两种情况:

情形 1 x≤ ar+1 /2． 令 A1 = A∩［0，ar］，A2 = A∩ ( ar，x］，B1 = B∩［0，ar］，B2 = B∩ ( ar，x］．
则 | A2 |≤ x － ar，| B2 |≤ x － ar ． 若 ( ar － A1 ) ∩ B1 = ，则 | A1 | + | B1 |≤ ar + 1． 我们得到

| A | +| B | = | A1 | + | A2 | + | B1 | + | B2 |≤ 2x － ar + 1 = 2x 1 －
ar

2( )x + 1 ≤ 2x 1 －
ar

ar+
( )

1

+ 1．

因为 β≥ an+1 /an，这与

| A | +| B | ＞ 2x 1 － 1( )β
+ 2 ≥ 2x 1 －

ar

ar+
( )

1

+ 2

矛盾． 所以 ( ar － A1 ) ∩ B1 ≠． 即 ar ∈ A + B．
情形 2 ar+1 /2 ＜ x ＜ ar+1 ． 令 A1 = A∩［0，ar+1 － x) ，A2 = A∩［ar+1 － x，x］，B1 = B∩［0，ar+1 －

x) ，B2 = B∩［ar+1 － x，x］． 则 ar+1 － A2 ［ar+1 － x，x］并且与 B2互不相交; 否则，ar+1 ∈ A + B． 因此
| A2 | + | B2 |≤ 2x － ar+1 + 1．
令 Δ = 2 /β·［a1 /2］+ 2． 因 ar+1 － x ＜ x，由归纳假设，若 | A1 | + | B1 | ＞ 2( 1 － 1 /β) ( ar+1 － x － 1)

+ Δ，则 A + B 包含序列 { an} 的元素． 因此 | A1 | + | B1 |≤ 2( 1 － 1 /β) ( ar+1 － x － 1) + Δ，且由 β≥ 2，

| A | +| B | = | A1 | + | A2 | + | B1 | + | B2 |≤ 2 1 － 1( )β
( ar+1 － x － 1) + Δ + ( 2x － ar+1 + 1) ≤

2 1 － 1( )β
( ar+1 － x － 1) + Δ + 2 1 － 1( )β

( 2x － ar+1 + 1) = 2 1 － 1( )β
x + Δ．

这与 | A | +| B | ＞ 2 1 － 1( )β
x + Δ 矛盾． 因此，A + B 包含序列 { an} 的元素．

定理 2 得证．
类似于［9］，我们可以由定理 2 证明定理 1． ( 下转第 28 页)
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图 1 u赞 0(x)与 u0(x)

Fig.1 u赞 0(x) and u0(x)
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图 2 初值的误差

Fig.2 Initial value error

ii

eps=10e-1，10e-2，10e-3，n=NN=100

n=100，NN=100，eps=10e-1
u 0
（ x

），
u赞 0
（ x

）
u赞 0（x）
u0（x）
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