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［摘要］ 主要研究渐近正线性 Duffing方程
x″ + f( t，x) = 0，

x( 0) cosα － x'( 0) sinα = 0，
x( 1) cosβ － x'( 1) sinβ = 0

非平凡解的存在性．首先介绍了满足 Sturm-Liouville边值条件正齐次 Duffing方程
x″ + q + ( t) x + － q － ( t) x － = 0，
x( 0) cosα － p( 0) x'( 0) sinα = 0，
x( 1) cosβ － p( 1) x'( 1) sinβ = 0

的分类理论，在此基础上讨论了渐近正线性 Duffing方程非平凡解的存在性．在讨论时主要运用了相应的正齐次
方程的分类理论及其相关的拓扑度方面的结果．
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Abstract: In this paper we mainly study the nontrivial solutions for asymptotically positive linear Duffing equations:
x″ + f( t，x) = 0，

x( 0) cosα － x'( 0) sinα = 0，
x( 1) cosβ － x'( 1) sinβ = 0．

We first introduce the classification theory of homogenous Sturm － Liouville boundary value problem for positively
linear Duffing equations:

( p( t) x'( t) ) ' + q + ( t) x + － q － ( t) x － = 0，
x( 0) cosα － p( 0) x'( 0) sinα = 0，
x( 1) cosβ － p( 1) x'( 1) sinβ = 0

and then investigate the existence of nontrivial solutions of asymptotically positive linear Duffing equations． The main
methods in the discussion are the classification theory of linear homogenous equations and some results of the Leray-
Schauder degree．
Key words: asymptotically positive linear Duffing equations，existence of nontrivial solutions，classification theory of
positively linear Duffing equations，Fučk spectrum，homotopy continutation method
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1 引言和主要结论
本文我们主要研究

x″ + f( t，x) = 0， ( 1)
x( 0) cosα － x'( 0) sinα = 0， ( 2)
x( 1) cosβ － x'( 0) sinβ = 0 ( 3)

系统的非平凡解，其中 f: ［0，1］× R→ R连续，α∈［0，π) 且 β∈ ( 0，π］．我们有下面的结论:
定理 1 设 f: ［0，1］× R→ R连续，存在两个正整数 k和 m，使得( k － m) 是奇数且

( 1) a+
∞ ( t) ≤

f( t，x)
x ≤ b+

∞ ( t) 对于 a． e． t∈ ( 0，1) ，x≥ r ＞ 0，

a－
∞ ( t) ≤

f( t，x)
x ≤ b－

∞ ( t) 对于 a． e． t∈ ( 0，1) ，x ＜ － r，

这里 r是足够大的正数且 a±
∞ ( t) ，b

±
∞ ( t) ∈ Fk ( α，β) ．

( 2) a+
0 ( t) ≤

f( t，x)
x ≤ b+

0 ( t) 对于 a． e． t∈ ( 0，1) ，0 ＜ x ＜ r1，

a－
0 ( t) ≤

f( t，x)
x ≤ b－

0 ( t) 对于 a． e． t∈ ( 0，1) ，－ r1 ＜ x ＜ 0，

这里 r是足够小的正数且 a±
0 ( t) ，b

±
0 ( t) ∈ Fm ( α，β) ．那么( 1) ～ ( 3) 有一个非平凡解．

这里我们引用了文［1］中的记号．在文［1］中作者讨论了系统:
x″ + q+ ( t) x+ － q－ ( t) x－ = 0，t∈ ( 0，1) ，

x( 0) cosα － x'( 0) sinα = 0， ( 4)
x( 1) cosβ － x'( 0) sinβ = 0

的分类理论，其中 x+ = max{ x，0} 且 x－ = max{ － x，0} ，t∈ ( 0，1) ．用 Fk ( α，β) 定义 L1 ( 0，1) 2 中的一些子
集．这些子集有助于我们研究( 1) ～ ( 3) 非平凡解的存在性．关于线性凸的哈密顿系统及其辛矩阵道路的
分类理论可参看文［2，3］．
下一节我们将解释这些子集．定理 1 的一些特殊情况已被讨论过了( 参看［1，4，5］) ，但大多数只讨论

解的存在性．我们主要讨论还没有被充分研究过的非平凡解的存在性问题，并且使用 Leray-Schauder 度理
论给出证明． 关于变分方法在微分方程解的存在性及其多重性方面的应用可参看［2，3，6-8］．

2 广义 Fučk谱
我们先回顾［1］中的一些定义．设 x( t) 是( 4) 的一个非平凡解，定义 x( t) = ρ( t) sinφ( t) ，x'( t) =

ρ( t) cosφ( t) ，我们得到
φ' = cos2φ + q+ ( t) sin2φ + + q － ( t) sin2φ －， ( 5)

这里若 φ － 2mπ∈ ( 0，π) ，则 φ = φ + ; 若 φ － 2mπ∈ ( π，2π) ，则 φ = φ － ． 记( 5) 满足初始条件 φ( 0) =
θ的惟一解为 φ( t，q±，θ) ，这个函数有很多有用的价值，下面列举一些本文需要的结论．
定义 1 ( 参看［1，定义 2］］) 定义
q±∈ F0 ( α，β) 当且仅当 φ( 1，q±，α) ＜ β且 φ( 1，q±，π + α) － π ＜ β;
q±∈ Fk ( α，β) ( k∈ N) 当且仅当 φ( 1，q±，α) ∈ ( kπ + β，( k + 1) π + β) ．
例 1 假设对于常数 μ和 γ，系统

x″ + μx+ － γx－ = 0， ( 6)
x( 0) = 0 = x( 1) ， ( 7)

有一个非平凡解．
我们首先获得满足 μ和 γ的公式． 设 x( t) 是 x'( 0) ＞ 0和 x″( t) + μx( t) = 0的一个非平凡解，其中

t 是充分小的正数．如果( μ，γ) ∈ H±
0 ( 0，π) ，得到 0 = x( 1) = sin槡μ或 0 ＜ x( 1) = sin槡μ，类似的我们得

到 sin槡μ = 0．如果存在 t1 ∈ ( 0，1) 使得 x( t1 ) = 0，则 x( t) ＞ 0，t∈ ( 0，t1 ) ; x( t) = csin槡γ( 1 － t) ，t→
t +1 ．如果( μ，γ) ∈ H±

1 ( 0，π) ，我们有 0 = x( 1) = csin槡γ( 1 － t1 ) ． 因而存在 t1 ∈ ( 0，1) ，槡μt1 = π 槡γ( 1 －
t1 ) = π． 于是有
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1

槡μ
+ 1

槡γ
= 1
π
．

下面给出定理 1 的证明．

3 定理 1 的证明
我们只介绍证明定理 1 的方法，详细的证明参看［9］．

引理1 对任何 q±∈ Fk ( α，β) ，有 deg( id + Gq±，Ωr，θ) = ( － 1)
k，其中Ωr = { x∈ C［0，1］ ‖x‖C≤

r，r ＞ 0} ，Tx = x″ － λ0x，对很大的数 λ0 ＞ 0，使得对于任何 λ≥ λ0，下面的系统
x″ － λx = 0，t∈ ( 0，1) ， ( 8)

x( 0) cosα － x'( 0) sinα = 0， ( 2)
x( 1) cosβ － x'( 0) sinβ = 0 ( 3)

没有非平凡解．
证明 设( q+，q－ ) = deg( id + Gq±，Ω，θ) ，
第一步，存在一个常数 q0，( q0，q0 ) ∈ Fk ( α，β) 使得

ξ( q+，q－ ) = ξ( q0，q0 ) ．
若用( q0，q0 ) 替换( q

+，q－ ) ，对任意 x∈ Ωr 有 Gq0 : = G( q0，q0 ) : x( t) |→x″( t) + q0x( t) ．
第二步，得到 deg( id + Gq0，Ωr，θ) = ( － 1) k ．
下面我们运用 Leray-Schaude度理论［7，10］ 给出定理 1 的证明．
定理 1 的证明 考虑系统

x″ + ( 1 － λ) ( a+ ( t) x+ － a－ ( t) x－ ) + λf( t，x) = 0， ( 9)
x( 0) cosα － x'( 0) sinα = 0， ( 2)
x( 1) cosβ － x'( 0) sinβ = 0， ( 3)

这个系统与算子方程: x″ + ( 1 － λ) K( x) + λN( x) = 0 以及( 2) 、( 3) 等价．这里( Kx) ( t) = Ga± ( x) ( t) ，
( Nx) ( t) = T－1 ( λ0x( t) + f( t，x( t) ) ) ．我们首先证明( 8) 、( 2) 、( 3) 的所有可能解在 Banach空间 C1

0 ( 0，1)
是有先验界．
再由引理 1 得到当 a±

∞ ∈ Fk ( α，β) 时有
deg( id + N，Ωr，θ) = deg( id + K，Ω，θ) = ( － 1) k ． ( 10)

同上我们得到当 a±
0 ∈ Fm ( α，β) ，r1 ∈ ( 0，r) 时有
deg( id + N，Ωr1，θ) = deg( id + Ga±0，Ωr1，θ) = ( － 1) m． ( 11)

结合( 10) 、( 11) 得到
deg( id + N，Ωr | Ωr1，0) = deg( id + N，Ωr，0) － deg( id + N，Ωr1，0) = ( － 1) k － ( － 1) m ≠ 0．
因此，( 1) ～ ( 3) 有一个非平凡解． 定理 1 证毕．
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