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［摘要］ 证券市场分形特征的存在，否定了布朗运动作为期权定价模型初始假定的合理性．本文从标的资产服
从分数布朗运动假定出发，构建分数风险测度下的拟鞅定价策略，简化了分数 Black-Scholes模型的求解过程; 以
此为基础，研究支付型和抵付型两类降低权利金的权证定价问题，得到了分数布朗运动驱动的降低权利金权证

定价公式．
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Abstract: Considering of fractional character，Brownian motion is non-reasonable for basic assumption to option pricing
model． This paper sets the assert price followed fractional Brownian motion to construct quasi-martingale method under
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期权定价理论是现代金融理论的核心内容之一，Black和 Scholes［1］假定股票价格服从几何布朗运动，
得出了著名的 Black-Scholes公式．以布朗运动描述股票价格行为最早要追述到 Bachelier 关于债券价格运
动的研究［2］．随后，Osborne也建议用正态分布随机变量来建模对数股票价格［3］． 然而大量实证研究表明
金融资产的对数收益率并非服从正态分布，而是服从一种“尖峰厚尾”的分布，而且金融资产价格之间也
并非随机游走，而是存在着长期相关性［4］． Mandelbrot和 Van Ness［5］提出的分数布朗运动能够有效描述金
融资产的长期相关特征，成为修正传统定价模型的合适工具．但分数布朗运动既不是马氏过程，又不是半
鞅，故无法用通常定义的随机积分进行分析，从而众多学者试图寻找一种新的积分来避免套利的存在［6-8］．
Hu和 ksendal通过定义分数伊藤积分，证明在该积分意义下分数 Black-Scholes 市场无套利且完备［9］．
Necula根据 Hu和 ksendal的研究结果，通过随机积分计算得到了分数期权定价模型的解析解［10］．我国
学者在分数期权定价领域也开展了丰富的研究［11-21］．
基于 Necula的研究方法，本文在传统鞅定价研究框架下，通过构建拟鞅定价方法，在分数风险中性测

度下以简单积分变换得到了分数 Black-Scholes公式，进而研究了降低权利金的权证定价模型，最后对分数
期权价格和标准期权价格进行了比较．

1 预备知识
1. 1 分数布朗运动
设 BH ( t) 是定义在完全概率空间( Ω，F，P) 上的分数布朗运动，满足:

—11—

第 35 卷第 3 期
2012 年 9 月

南京师大学报( 自然科学版)

JOURNAL OF NANJING NORMAL UNIVERSITY( Natural Science Edition)
Vol． 35 No． 3
Sept，2012





( 1) BH ( t) 以概率 1 连续，且 BH ( 0) = 0;
( 2) 对任何 t≥ 0

PQ
r ( BH ( t) － BH ( 0) ≤ x) = ( 2π) －1 /2 t －H∫

x

－∞
e ( －

s2
2t2H) ds，

其中，0 ＜ H ＜ 1．
上面的性质表明 BH ( t) 是增量平稳的连续 Gaussian过程，且 H = 1 /2时恰为标准布朗运动，即 BH ( t)

～ N( 0，t2H ) ，则有 E［BH ( t) ］ = 0，E［BH ( t) ］
2 = t2H．

1. 2 分数 It过程和拟鞅测度
比分数布朗运动更为复杂的随机过程 X( t) 称为分数 It过程，如果满足:

dX( t) = μ( x，t) + σ( x，t) dBH ( t) ，
其中，μ( x，t) 为 X( t) 的时变均值，σ( x，t) 为 X( t) 的时变方差．
引理 1［9］( 几何分数布朗运动) 考虑分数差分方程

dX( t) = μX( t) + σX( t) dBH ( t) ，
则有

X( t) = xexp( σBH ( t) + μt － 1 /2σ2 t2H ) ，
其中，μ，σ为常数，x = X( 0) ．
设{ FH

t ，0 ＜ t ＜ T} 表示由 BH ( t) 产生的 FH
t = σ( BH ( u) ，0 ≤ u≤ t) 关于 P完备的 σ － 流．

引理 2［10］( 分数风险中性定价) 任意自然 σ － 流 FH
T 上的可测未定权益 F在任意时刻 t∈［0，T］时

的价格为

F( t) = e － ( T－t) 珘EP
t［F］，

其中，珘EP
t［·］为概率测度 P下的拟条件数学期望．
根据文献［10］中拟鞅的定义，有下面的分数 Girsanov定理成立．
引理 3［10］( 分数 Girsanov定理) 若 f∈ L2 ( R) ，并令

ξ( t) = (exp ∫
t

0
f( τ) dBH ( τ) － 1 /2 (E ∫

t

0
f( τ) dBH ( τ )[ ]) )2

，

则在风险中性测度 Q下，相对于一个自然分数布朗集 FH
t ，ξ( t) 是拟鞅，即相对于信息集合 FH

t ，ξ( t) 的最好
预测是 ξ( s) ．
考虑另一风险中性测度 R，若

BR
H ( t) = BQ

H ( t) + θt2H = BQ
H ( t) + ∫

t

0
2Hθτ2H－1dτ， 0 ≤ t≤ T，

其中，BQ
H ( t) 为风险中性测度 Q下的分数布朗运动，θ∈ L2 ( R) ，由文献［9］中的引理 1. 7，BR

H ( t) 为风险中
性测度 R下的分数布朗运动．
引理 4［10］ 若函数 f满足 珘Et［f( BH ( T) ) ］ ＜ ∞，则对任意 t≤ T，有下面的对等关系:

珘ER
t［f( BH ( T) ) ］ = 1

Z( t)
珘EQ

t［f( BH ( T) ) Z( T) ］，

其中，

Z( t) = exp θBH ( t) －
θ2
2 t2( )H ，

珘EQ
t ［·］，珘E

R
t［·］分别为风险中性测度 Q和 R下的拟条件数学期望．

2 分数 Black-Scholes期权定价模型
考虑标的资产如股票价格 S( t) 满足几何分数布朗运动:

dS( t) = μS( t) + σS( t) dBH ( t) ．
若保持其余 Black-Scholes 模型条件不变，则此时的市场为 It 型分数 Black-Scholes 市场． Hu 和

ksendal证明［9］，分数 Black-Scholes市场不存在套利且是完全市场．
分数 Black-Scholes市场如同通常的 Black-Scholes市场，存在两种投资可能性．一种是无风险资产如
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债券，满足:

dM( t) = rM( t) dt，
其中，r为无风险利率; 另一种风险标的资产如股票，满足上述的几何分数布朗运动，且在风险中性测度 Q
下，有

dS( t) = rS( t) + σS( t) dBH ( t) ．
由引理 1，有

S( t) = S (exp rt － 1
2 σ

2 t2H + σBH ( t )) ．

定理1 ( 分数Black-Scholes公式) 标的资产 S，到期日为 T，执行价为K的欧式买权在任意 t∈［0，T］
时刻的价格为

C( t，S( t) ) = S( t) N( d1 ) － Ke －r( T－t) N( d2 ) ，

其中

d1 =
ln S( t)( )K

+ r( T － t) + σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡 H
，

d2 =
ln S( t)( )K

+ r( T － t) － σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡 H
．

证明 由引理 2，
C( t，S( t) ) = 珘EQ

t［e
－r( T－t) max( ( S( T) － K) ，0) ］ = e －r( T－t) 珘EQ

t［S( T) I{ S( T) ＞ K}］－ Ke －r( T－t) 珘EQ
t［I{ S( T) ＞ K}］ ．

显然，
珘EQ

t［I{ S( T) ＞ K}］ = PQ
r ( lnS( T) ＞ lnK) ，

而

lnS( T) = lnS( t) + r( T － t) － 1
2 σ

2 ( T2H － t2H ) + σ( BQ
H ( T) － BQ

H ( t) ) ＞ lnK，

由 BQ
H ( T) ～ N( 0，T2H ) ，BQ

H ( t) ～ N( 0，t2H ) ，可得

BQ
H ( T) － BQ

H ( t) ＞
ln K

S( t( )) － r( T － t) + σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ
，

也即

－
BQ

H ( T) － BQ
H ( t)

T2H － t2槡 H
≤

ln S( t)( )K
+ r( T － t) － σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡 H
，

所以
珘EQ

t［I{ S( T) ＞ K}］ = PQ
r ( lnS( T) ＞ lnK) = N( d2 ) ．

另一方面，考虑随机过程

BR
H ( t) = BQ

H ( t) － σt2H，
定义

Z( t) = exp σBH ( t) －
σ2

2 t2( )H ，

由引理 4，
珘EQ

t［S( T) I{ S( T) ＞ K}］ = erT珘EQ
t［Z( T) I{ S( T) ＞ K}］ = Z( t) erT珘ER

t［I{ S( T) ＞ K} ］，

而

lnS( T) = lnS + rT － 1
2 σ

2T2H + σBQ
H ( T) = lnS + rT + 1

2 σ
2T2H + σBR

H ( T) ，

珘ER
t［I{ S( T) ＞ K}］ = PR

r ( lnS( T) ＞ lnK) = PR
r ( lnS( t) + r( T － t) + 1

2 σ
2 ( T2H － t2H ) +
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σΔBR
H ( T) ＞ lnK) = PR

r －
ΔBR

H ( T)

T2H － t2槡 H
≤

ln S( t)( )K
+ r( T － t) + σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡







H

，

即
珘EQ

t［S( T) I{ S( T) ＞ K}］ = S( t) e －rterTN( d1 ) = S( t) er( T－t) N( d1 ) ．
所以，欧式买权的评价模型为

C( t，S( t) ) = S( t) N( d1 ) － Ke －r( T－t) N( d2 ) ．
定理得证．

3 降低权利金的权证定价模型
降低权利金权证是广受投资人欢迎的一种期权，而其中最基本的便是上限型买权和抵付型买权，此类

权证因其定价模型的简单和避险操作的简易也受到发行券商的推崇．因此，应用拟鞅定价的思想来研究降
低权利金的期权定价模型有着重要的意义．
3. 1 上限型买权
上限型买权( Capped Calls) 到期日现金流量 CT 为

［22］:

CT =
0， S( T) ≤ K1，

S( T) － K1， K1 ＜ S( T) ＜ K2，

K2 － K1， S( T) ≥ K2

{
．

当标的价格 S( T) 小于履约价格 K1 或介于 K1 及 K2 之间，该期权价格与一般买权相同; 但若 S( T) 大
于履约价格 K2，则要受到上限( K2 － K1 ) 的限制，因此权利金得以降低．在风险中性条件下，由引理 2，

Ct = e －r( T－t) 珘EQ
t ［( S( T) － K1 ) I{ K1 ＜ S( T) ＜ K2}］+ e －r( T－t) 珘EQ

t ［( K2 － K1 ) I{ S( T) ≥K}］．
而

珘EQ
t［S( T) I{ K1 ＜ S( T) ＜ K2}］ = 珘EQ

t S (exp rT － σ2

2 T2H + σBQ
H ( T )) I{ K1 ＜ S( T) ＜ K2[ ]} =

SerT珘EQ
t［Z( T) I{ K1 ＜ S( T) ＜ K2}］ = SerTZ( t) 珘ER

t［I{ K1 ＜ S( T) ＜ K2}］ =

er( T－t) S( t) PR
r lnK1 ＜ lnS( t) + r( T － t) + 1

2 σ
2 ( T2H － t2H ) + σ( BR

H ( T) － BR
H ( t) ) ＜ lnK[ ]2 =

er( T－t) S( t) ［N( d*
1 ) － N( d＊＊1 ) ］，

其中，

d*
1 =

ln S( t)
K( )

1
+ r( T － t) + σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡 H
，

d＊＊1 =
ln S( t)

K( )
2

+ r( T － t) + σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡 H
．

同样
珘EQ

t［I{ K1 ＜ S( T) ＜ K2}］ = PQ
r ( K1 ＜ S( T) ＜ K2 ) = N( d*

2 ) － N( d＊＊2 ) ，

其中，d*
2 = d*

1 － σ T2H － t2槡 H，d＊＊2 = d＊＊1 － σ T2H － t2槡 H ．
根据定理 1 结果，有

珘EQ
t ［( K2 － K1 ) I{ S( T) ≥K}］ = ( K2 － K1 ) 珘E

Q
t［I{ S( T) ≥K2}］ = ( K2 － K1 ) N( d＊＊2 ) ，

因此，上限型买权的定价公式为

Ct = e －r( T－t) { S( t) er( T－t)［N( d*
1 ) － N( d＊＊1 ) ］－ K1［N( d

*
2 ) － N( d＊＊2 ) ］} +

e －r( T－t) ［( K2 － K1 ) N( d＊＊2 ) ］ =
S( t) ［N( d*

1 ) － N( d＊＊1 ) ］+ e －r( T－t)［K2N( d＊＊2 ) － K1N( d
*
2 ) ］．
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3. 2 抵付型买权
抵付型买权( Deductible Calls) 到期日现金流量 DCT 为

［22］:

DCT =
0， S( T) ＜ K，
0， K≤ S( T) ≤ L，

S( T) － K， L ＜ S( T)
{

．
当标的价格 S( T) 小于履约价格 K，该期权价格与一般买权相同．但当介于 K及 L之间，此权证不支付

任何现金．这不同于一般买权，一般买权的现金流量为 S( T) － K．因为在初步获利阶段该权证不支付任何
现金，只有 S( T) 高于 L，才开始支付现金，因此权利金得以降低．
根据抵付型买权的到期价值知，权利金的决定是 BS模型价格减去最初支付部分的权利金，即有

DCt = S( t) N( d1 ) － Ke －r( T－t) N( d2 ) － e －r( T－t) 珘EQ［( S( T) － K) I{ K≤S( T) ≥L} ］，

其中，d1，d2 为定理 1 给出．而
珘EQ

t ［( S( T) － K) I{ K≤S( T) ≤L}］ = 珘EQ
t［S( T) I{ K≤S( T) ≤L}］－ K珘EQ［I{ K≤S( T) ≤L}］ =

S( t) er( T－t)［N( d1 ) － N( dL
1) ］－ K［N( d2 ) － N( dL

2 ) ］，

其中，

dL
1 =

ln S( t)( )L
+ r( T － t) + σ2

2 ( T
2H － t2H )

σ T2H － t2槡 H
，

dL
2 = dL

1 － σ T2H － t2槡 H ．
故

DCt = S( t) N( d1 ) － Ke －r( T－t) N( d2 ) － S( t) ［N( d1 ) － N( dL
1) ］+

Ke －r( T－t)［N( d2 ) － N( dL
2) ］ = S( t) N( dL

1 ) － Ke －r( T－t) N( dL
2 ) ．

4 结论
分数布朗运动的出现，导致基于布朗运动假设及鞅定价方法建立的期权定价模型需要改进． Hu 和

ksendal已证明分数金融市场是完备无套利市场［8］．本文采用拟鞅定价的方法求解了分数 Black-Scholes
公式，进而对分数布朗运动驱动的降低权力金期权进行了定价．从得到的结果看出，分数期权价格不仅与
到期时间有关，还取决于长记忆参数H．考虑到期日均为 T，签约日分别为 t1和 t2的两种期权( t1≤ t2≤ t≤
T) ，对通常的Black-Scholes模型而言，两者在时刻 t的期权价格相同; 而对分数Black-Scholes模型，前者的
价格还受到标的资产价格在时间区间［t1，t2］的影响，这正是分数布朗运动中长记忆性驱动的结果．
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