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本文我们考虑如下拟线性椭圆型方程齐次边值问题

－ Δpu = a( x) h( u) － b( x) f( u) ， x∈ Ω，

u = 0， x∈ { Ω
( 1)

和与之对应的边界爆破问题

－ Δpu = a( x) h( u) － b( x) f( u) ， x∈ Ω \ 珚Ω0，

u = 0， x∈ Ω，
u = ∞， x∈ Ω

{
0

( 2)

解的存在性，其中 ΩRN ( N≥2) 具有光滑边界，Δpu = div( | u | p－2u) ，p ＞ 1．整篇文章中，我们假设
a( x) ∈ L∞ ( Ω) 非负，h∈ C( ［0，∞ ) ) 是非负非减函数，h( 0) = 0，f∈ C1( ［0，∞ ) ) ，f( 0) = 0，u ＞ 0 时
f( u) ＞ 0，b( x) ∈ Cμ ( 珚Ω) ，0 ＜ μ ＜ 1，b( x) ≥ 0 且 b( x)  0，x∈ Ω．设

Ω0 = { x∈ Ω: b( x) = 0} ，
假设珚Ω0  Ω且 b( x) ＞ 0，x∈ Ω \ 珚Ω0 ．
我们称 u是( 1) 的一个非负解，如果 u∈ C1 ( Ω) 在分布的意义下满足方程( 1) ，其中 u≥ 0，x∈ Ω．在

( 2) 中，u = ∞，x∈ Ω0 是指当 d( x，Ω0 ) → 0，x∈ Ω \ 珚Ω0 时，u( x) → ∞ ．此时的解称为( 2) 的一个大解
( 爆破解) ．以下，我们总假定 d( x) = d( x，Ω0 ) ．
许多作者研究过如下问题

－ Δpu = a( x) um － b( x) f( u) ， x∈ Ω，

u = ∞， x∈ Ω{ ，
( 3)

当 p = 2，m = 1时解的存在性、解在边界附近的渐近性和惟一性［1-14］．当 p≠ 2时，与( 3) 有关的解的存在
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性、惟一性及正解在边界附近的爆破率已经由 Diaz 和 Letelier［15］、Matero［16］、Mohammed［17］ 等人研究． 在
文［18］中，Du和 Guo讨论了下述问题的正解:

－ Δpu = aup－1 － b( x) uq， x∈ Ω \ 珚Ω0，

u = 0， x∈ Ω，
u = ∞， x∈ Ω0

{
，

其中 q ＞ p － 1，a是一个常数，b( x) ＞ 0，x∈珚Ω \ 珚Ω0，珚Ω0  Ω．
本文将把上述方程推广到更一般的情形．为此，得到如下的存在性结论．
定理 1 设对某个适当的正的常数 k，supΩa( x) ＜ ka0，f满足
( F1 ) 函数 s s － ( p－1) f( s) 在( 0，∞ ) 上递增，

( F2 ) ∫
∞

1
F－1 / p ( t) dt ＜ ∞，其中 F( t) = ∫

t

0
f( s) ds，

h满足( H1 ) h( s) / s
p－1 在( 0，∞ ) 上非增． 则边值问题( 1) 有惟一非负解． 其中 a0 : = λ1 ( Ω0 ) 是如下

Dirichlet问题的主特征值，
－ Δpu = λ | u | p－2u，x∈ Ω0 ; u = 0，x∈ Ω0 ．

定理 2 若 h和 f满足定理 1 的条件，则问题( 2) 有一个最大正解和一个最小正解．

1 比较原理
在这里证明一类拟线性方程的比较原理，它对处理边界爆破问题非常有用．
命题 1( 比较原理) 假设 D 是 RN 中的有界区域，α( x) 和 β( x) 是 D 中的连续函数，α( x) ≥ 0，

‖α‖L∞ ( D) ＜ ∞ 且 β( x) ≥ 0，β( x)  0，x∈ D．设 u1，u2∈ C1 ( D) 在 D中是正的，且在分布的意义下满足
－ Δpu1 － α( x) h( u1 ) + β( x) g( u1 ) ≥ 0 ≥－ Δpu2 － α( x) h( u2 ) + β( x) g( u2 ) ( 4)

及

lim sup
d( x，D) →0
( u2 － u1 ) ≤ 0， ( 5)

其中非负函数 h∈ C0( ［0，∞ ) ) ，g∈ C0( ［0，∞ ) ) ．如果进一步假设 s∈ ( infD{ u1，u2 } ，supD{ u1，u2 } ) 时，

有 h( s) / sp－1 非增，g( s) / sp－1 递增，则 u1 ≥ u2，x∈ D．

证明 证明方法类似于文［18］，因此我们仅给出简略证明．设 φ1，φ2 是定义在 C∞
0 ( D) 上的两个非负

函数．将( 4) 分项积分可得

∫D［| u2 |
p－2u2·φ2 －| u1 |

p－1u1·φ1］dx + ∫Dβ( x) ［g( u2 ) φ2 － g( u1 ) φ1］dx≤

∫Dα( x) ［h( u2 ) φ2 － h( u1 ) φ1］dx． ( 6)

对任意的 0 ＜ ε ＜ 1，记 ε1 = ε，ε2 = ε /2，设

vi =
［( u2 + ε2 )

p － ( u1 + ε1 )
p］+

( ui + εi )
p－1 ， i = 1，2，

其中 u+ : = max{ u，0} ．因此，对 Dε D，vi 可以在W1，p ( Dε ) 中被 C∞
0 ( Dε ) 函数任意逼近．从而用 vi，i =

1，2 代替 φi，( 6) 式仍然成立．
记

D( ε) : = { x∈ D: u2 ( x) + ε2 ＞ u1 ( x) + ε1 } ，

注意到( 6) ( φi = vi ) 中的被积函数在 D( ε) 的外部为 0，故

∫D( ε)［| u2 |
p－2u2·v2 －| u1 |

p－2u1·v1］dx +

∫D( ε) β( x) g( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

g( u1 )

( u1 + ε1 )
p－( )1
［( u2 + ε2 )

p － ( u1 + ε1 )
p］dx≤

∫D( ε) α( x) h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－( )1
［( u2 + ε2 )

p － ( u1 + ε1 )
p］dx． ( 7)
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同文［18］，我们有

| u2 |
p－2u2·v2 －| u1 |

p－2u1·v1 ≥ c( p) ( wp
1 + wp

2 )
| V1 － V2 |

p+ ( 2－p) +

( | V1 | + | V2 | )
( 2－p) +
， p ＞ 1，

其中

wi = ui + εi，Vi = logwi =
ui

ui + εi
，i = 1，2，

及

c( p) = 1 / ( 2p－1 － 1) ， 1 ＜ p ＜ 2，
3p( p － 1) /16， p≥ 2{ ．

因此，( 7) 式即为

c( p) ∫D( ε) ( wp
1 + wp

2 )
| V1 － V2 |

p+ ( 2－p) +

( | V1 | + | V2 | )
( 2－p) +

dx +

∫D( ε) β( x) g( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

g( u1 )

( u1 + ε1 )
p－[ ]1
( wp

2 － wp
1 ) dx≤

∫D( ε) α( x) h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－[ ]1
( wp

2 － wp
1 ) dx = : Jε ． ( 8)

同样，( 8) 式左边的两项是非负的．所以，对一切 ε ＞ 0，Jε ≥ 0．
我们断言lim

ε→0
Jε = 0．事实上，对于任意给定的 δ ＞ 0，设 Dδ ( ε) = D( ε) ∩ { u2 ≤ δ} ，由于 α( x) ≥ 0，

ui ≥ 0，i = 1，2，故我们有

∫Dδ( ε) α( x)
h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－[ ]1
( wp

2 － wp
1 ) dx≤

∫Dδ( ε) α( x) ( h( u1 ) w1 + h( u2 ) w2 ) dx≤ 2‖α‖L∞ | D( ε) | ( δ + ε) h( δ) ，ε∈ ( 0，1］． ( 9)

我们断言对任意的 x∈D( ε) \Dδ ( ε) ，存在 δ2 ＞ 0，使得 u1 ( x) ＞ δ2 ．否则，可以取 εn∈ ( 0，1］及 xn∈
D( ε) \Dδ ( εn ) ，使得 u1 ( xn ) → 0，因此 d( xn，D) → 0． 结合( 5) 式，有 u2 ( xn ) → 0． 另一方面，xn ∈
D( ε) \Dδ ( εn ) ，故 u2 ( xn ) ＞ δ．因为 δ是一个与 εn 无关的固定的常数，从而推出矛盾．
因为 h( u) /up－1 非增，且在 D( ε) \Dδ ( ε) 中，u2 ＞ u1 ＞ δ2，易得

lim
ε→0

sup
x∈D( ε) \Dδ( ε)

h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－( )1

=

lim
ε→0

sup
x∈D( ε) \Dδ( ε)

h( u2 ) /u
p－1
2

( 1 + ε2 /u2 )
p－1 －

h( u1 ) /u
p－1
1

( 1 + ε1 /u1 )
p－( )1 ≤ 0．

所以，

lim
ε→0∫D( ε) \Dδ( ε) α( x)

h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－( )1
( wp

2 － wp
1 ) dx≤ 0．

由于对一切 ε∈ ( 0，1］，Jε ≥ 0，根据( 9) 式及上述不等式，我们有

0 ≤ lim
ε→0

infJε ≤ lim
ε→0

sup∫D( ε) α( x) h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－( )1
( wp

2 － wp
1 ) dx≤

lim
ε→0

sup∫Dδ( ε) α( x)
h( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

h( u1 )

( u1 + ε1 )
p－( )1
( wp

2 － wp
1 ) dx≤ 2‖α‖L∞ | D | h( δ) δ，

因此，由 δ ＞ 0 的任意性及 h∈ C0( ［0，∞ ) ) 可得lim
ε→0

Jε = 0．

最后，用 Jε → 0 来证明 D( 0) = ．假设 D( 0) ≠，由 u1，u2 的连续性知 D( 0) 是一个开集．设 B
D( 0) 是任意小的闭球，对任意小的 ε，B D( ε) ，由前面对( 8) 式的讨论可知

c( p) ( wp
1 + wp

2 )
| V1 － V2 |

p+ ( 2－p) +

( | V1 | + | V2 | )
( 2－p) + ≥ 0，

g( u2 )

( u2 + ε2 )
p－1 －

g( u1 )

( u1 + ε1 )
p－1 ＞ 0．

—33—

陈 莉，等:一类 p-Laplacian椭圆型方程边值问题的解




由 limJε ≥ 0，β( x) ≥ 0，得

∫B
| logu1 － logu2 |

p+ ( 2－p) +

( | logu1 | + | logu2 | )
( 2－p) +
( up

2 + up
1 ) dx = 0，

∫Bβ( x) g( u2 )

u2
p－1 －

g( u1 )

up－1( )
1

( up
2 － up

1 ) dx = 0．

由于 g( u) /up－1 单调递增，且在 B中，u2 ＞ u1，故 β( x) ≡ 0，| logu1 －logu2 |≡ 0，x∈ D( 0) ，因
为在 D中 β( x)  0，故 D( 0) ≠ D，因此 D( 0)  D且 D( 0) ∩ D≠，所以开集 D( 0) 具有连通分支 E
且 E∩ D≠．由( logu1 － logu2 ) ≡ 0知 logu1 － logu2 ≡ C，所以 u2 = ku1，k为常数且 k ＞ 0．另一方
面，因为 u1 | E∩D = u2 | E∩D ＞ 0，所以 k = 1．说明在 E中 u1 = u2，这与 E D( 0) 矛盾．从而 D( 0) = ，
即 u1 ≥ u2 ．从而命题 1 得证．
由命题 1 我们易得下面的推论．
推论 1 设珚D0  D，D、g、h同命题 1，设 α( x) ，β( x) 是定义在珚D \D0 上的连续函数，‖α( x) ‖D \D0 ＜

∞，β( x) ＞ 0，x∈ D \ 珚D0 ．设 u1，u2 ∈ C1 ( 珚D \ 珚D0 ) 在 D \ 珚D0 上都是正的，且在 D \ 珚D0 上，在分布的意义下满

足( 4) ．假设
u1 ≥ u2，x∈ D，lim sup

d( x，D0) →0
( u2 － u1 ) ≤ 0，

则在珚D \D0 上，u1 ≥ u2 ．

2 定理 1 及定理 2 的证明
在这部分，用上下解方法证明定理 1 和定理 2．证明的思路来自于文［18］．但由于问题的复杂性，本文

运用了更多的技巧．
引理 1 设( F1 ) ，( F2 ) 和( H1 ) 成立，则对任意常数 a≤ ka0，其中 k是某个适当的正常数，问题

－ Δpu = ah( u) － b( x) f( u) ， x∈ Ω，

u( x) = 0， x∈ { Ω
( 10)

有惟一非负解 u∈ C1 ( Ω) ．
证明 由命题 1，问题( 10) 至多只有一个正解．取定 δ ＞ 0，定义

Ωδ = { x∈ Ω: d( x，珚Ω0 ) ＜ δ} ．
取 δ ＞ 0 充分小，使得 a ＜ kλδ ＜ ka0，其中 λδ 是如下 Dirichlet问题:

－ Δpu = λ | u | p－2u，x∈ Ωδ ; u = 0，x∈ Ωδ

的主特征值．这样的 δ总是存在的，这是因为当 δ→ 0 时，λδa0 ( 见文［18］) ．设 φδ ＞ 0 是 λδ 相应的特征

函数，由文［19］，存在 0 ＜ μ ＜ 1，φδ ∈ C1+μ ( 珚Ωδ ) ．显然，在珚Ωδ /2 上，φδ ＞ 0．定义 U∈ C1 ( 珚Ω) ，使得当 x∈珚Ω
时，U( x) ＞ 0; 当 x∈ Ωδ /2 时，U = φδ ．设珔u = CU，则对一切 C ＞ 1，由 h( s) / sp－1 的单调性得

h( 珔u)
珔up－1 ≤

h( φmin )

φp－1
min
: = 1 / k，x∈珚Ωδ /2， ( 11)

其中 φmin = min珚Ωδ /2φδ ．又 a ＜ kλδ，所以

－ Δp珔u = λδ 珔u
p－1 ≥ kλδh( 珔u) ＞ ah( 珔u) － b( x) f( 珔u) ，x∈珚Ωδ /2 ． ( 12)

而且，对 b( x) 的假设表明 b( x) ≥ b0 ＞ 0，x∈Ω \珚Ωδ /2，其中 b0是依赖于 δ的一个常数．由 a≥0，( H1 )

及( F1 ) ，我们有 a h( CU)
( CU) p－1

－ b( x) f( CU)
( CU) p－1
关于 C 递减． 又由( F1 ) － ( F2 ) ，显然 limu→∞

h( u) /up－1 ＜ ∞ 且

lim
u→∞

f( u) /up－1 = ∞ ．因为 U∈ C1 ( 珚Ω) ，其中 U ＞ 0，x∈ Ω，所以存在常数 C ＞ 0 充分大，使得

－ ΔpU ＞ a h( CU)
( CU) p－1

－ b( x) f( CU)
( CU) p－( )1 Up－1，

即

－ Δp珔u ＞ ah( 珔u) － b( x) f( 珔u) ，x∈ Ω \Ωδ /2，珔u = CU( x) ＞ 0，x∈ Ω． ( 13)
根据( 12) 及( 13) ，我们知道珔u = CU是( 10) 的一个严格上解，其中常数 C ＞ 0 充分大．
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易知 u = 0是( 10) 的一个下解．文［20］中的单调法则说明问题( 10) 至少有一个解 u满足 0≤ u( x)
≤珔u( x) ，x∈ Ω．
注 1 由( 11) 中定义的 k可知，由于 h( s) / sp－1 在( 0，+ ∞ ) 单调不增，因此 k≤ 1 /h( 1) ．若 h( u) =

up－1，则 k≡ 1．另一方面，若 Ω0 = ，则 a0 = ∞ ．
定理 1 的证明 设 a* = supΩa( x) ，则 a* ＜ ka0 ．因此由引理 1，问题

－ Δpw = a* h( w) － b( x) f( w) ， x∈ Ω，
w = 0， x∈ { Ω

有惟一非负解 w．显然珔u = w和 u = 0 分别是( 1) 的一个上解和一个下解．余下的证明同引理 1 的证明．
引理 2 设( F1 ) ，( F2 ) 和( H1 ) 成立，对任意正的常数 c，问题

－ Δpu = a( x) h( u) － b( x) f( u) ， x∈ Ω \ 珚Ω0，

u = 0， x∈ Ω，
u = c， x∈ Ω

{
0

( 14)

有惟一非负解 u，且当 x∈ Ω \ 珚Ω0 时，u( x) ＞ 0．
证明 首先，惟一性由命题 1 可得．接下来，我们用上下解方法证明存在性．设 a* = supΩa( x) ．取非

负函数 b* ( x) ∈Cμ ( 珚Ω) ，使得 b* ( x) ≤ b( x) ，x∈Ω \Ω0且Ω
*
0 ≡ { x∈珚Ω: b

* ( x) = 0} ．由文［18］，如果Ω*
0

的体积充分小，我们有 λ1 ( Ω
*
0 ) ＞ a* ．由引理 1，问题

－ Δpu = a* h( u) － b* f( u) ，u Ω = 0
存在非负解 u* ．取常数 C ＞ 1，使得 Cu* ＞ c，x∈ Ω0，则 Cu* 是( 14) 的一个上解．显然，u≡ 0是( 14) 的
一个下解．因此，我们得到( 14) 的一个非负解 u( x) ．又由于C ＞ 0，利用文［19］中定理2. 2可得 u( x) ＞ 0，
x∈ Ω \Ω0 ．
引理 3 设( F1 ) ，( F2 ) 和( H1 ) 成立，常数 a≥ 0，b ＞ 0，则问题

－ Δpu = ah( u) － bf( u) ， x∈ Ω，
u = ∞， x∈ { Ω

( 15)

有惟一正解．
证明 设

g( u) = － ah( u) + bf( u) = up－1［bf( u) /up－1 － ah( u) /up－1］．
显然，由( F1 ) ，( F2 ) 和( H1 ) 可知，g( u) 关于 u ＞ 0单调递增，且满足 Keller-Osserman条件，由文［16］

直接得到结论．
定理 2 的证明 设 uc 是( 14) 的惟一正解，其中 c ＞ 0．由推论 1，c→ uc ( x) 递增．如果能证明，对珚Ω \

珚Ω0 的任意给定的紧子集 K，能找到常数MK ＞ 0使得 uc ( x) ＜ MK对一切 c ＞ 0，x∈ K成立，那么由标准正
规性和紧方法可以证明 u∞ ( x) = lim

c→∞
uc ( x) 是( 2) 的一个解．

给定任意的 x0∈ K，我们可以找到一个以 x0为球心、r为半径的小球 Br，使得珔Br∩珚Ω珚Ω \珚Ω0 ．设 b0 =
min
珔Br∩珚Ω

b( x) ，则 b0 ＞ 0．由引理 3，问题

－ Δpu = a* h( u) － b0 f( u) ，x∈ Br，u | Br
= ∞

有惟一正解 u0 ．因为 b0 ＜ b( x) ，x∈ Br∩ Ω，在 Br∩ Ω上应用命题 1可证得 uc ＜ u0，x∈ Br∩ Ω．特别地，
uc≤Mx0 : = max

珔Br /2
u0 ( x) ，x∈ Br/2 ∩珚Ω．因为紧集 K可以被有限多个这样的小球 Br/2 覆盖，我们可以找到MK

＞ 0 使得 uc ≤ MK 对一切 c ＞ 0，x∈ K成立．所以，u∞ ( x) = lim
c→∞

uc ( x) 是( 2) 的一个解．由推论 1，( 2) 的

任何解 u满足 u≥ uc，c ＞ 0．因此lim
c→∞

uc ≤ u，U: = u∞ 是( 2) 的最小正解．

为了证明( 2) 的最大解的存在性，我们考虑问题
－ Δpu = ah( u) － b( x) f( u) ，x∈珚Ω \Ωn，u | Ωn

= ∞，u | Ω = 0，
其中 Ωn ≡ { x∈ Ω: d( x，Ω0 ) ＜ 1 /n} ．
类似的，我们可以更为简单地( 因为 b( x) ＞ 0，x∈珚Ω \Ωn ) 证得这个问题有最小正解 un．根据推论1，对

( 2) 的任何正解 u，un≥ un+1 ≥ u，x∈ Ω \珚Ωn ．因此，珚U( x) : = lim
n→∞

un ( x) ≥ u( x) ．但易知珚U是( 2) 的一个正

解，所以是最大正解．得证．
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陈 莉，等:一类 p-Laplacian椭圆型方程边值问题的解
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