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［摘要］ 讨论了具有三自旋相互作用的横场中各向异性 XY模型的量子相变和量子纠缠．数值研究了协作参量
在相变点附近的行为．发现协作参量可以很好地体现系统的量子相变．
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Abstract: Quantum phase transitions and quantum entanglement of anisotropic XY chains with the XZY － YZX type of
three-site interaction are discussed． The behaviors of concurrence near the critical points is studied numerically． It is
found that the behaviors of concurrence can furnish a dramatic signature of the quantum critical point．
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多自旋相互作用的研究始于 1965 年 Thouless对固体 3He 的研究［1］．近年来，人们逐渐认识到多自旋
相互作用对许多物理系统的理论描述非常重要，因此多自旋相互作用引起广泛关注．比如: 多自旋相互作
用被用来表述3He的磁性［2］; 三自旋相互作用对超导的范围有本质的影响［3］; Hao 研究了三自旋相互作用
的各向异性海森堡 XXZ模型的量子通讯［4］．另一方面，冷磁极分子和光学晶格中有效三自旋相互作用的
发现更增加了人们研究多自旋相互作用的兴趣［5，6］; 此外，结合两体相互作用和核磁共振( NMR) rf脉冲能
够模拟出三自旋相互作用［7］．这些实验工作也激发了理论研究工作者们对多自旋相互作用量子自旋系统
的研究兴趣．
多年来，对量子链的量子相变的研究一直是个非常活跃的课题．有趣的是，多自旋相互作用可能影响

一些一维自旋链的量子相变，或产生新的有序相．最近，多自旋模型的量子相变得到广泛研究，比如，三自
旋 XXZ海森堡模型［8］，多自旋双轴模型［9］，含 XZX + YZY型三自旋相互作用或 XZY － YZX 型三自旋相互
作用的自旋 s = 1 /2 XX 模型［10 － 12］．理论上，通过自旋旋转，XZX + YZY 型三自旋相互作用自旋 s = 1 /2 XX
模型与 XZY － YZX型三自旋相互作用的自旋 s = 1 /2 XX 模型可相互转换．然而，由于各向异性的出现，两
类三自旋相互作用自旋 s = 1 /2 XY链情况则不同．早在 1971 年，Suzuki 提出广义的一维自旋 XY 模型［13］．
最近，Cheng通过“fidelity susceptibility”方法研究了含 XZX + YZY 型三自旋相互作用自旋 s = 1 /2 XY 链模
型的量子相变，发现此类三自旋相互作用不能引起新的相变线而只能平移原来没有三自旋的模型中的相

变线［14］． Cheng研究了 XZY － YZX 型三自旋相互作用的 XY 链环境诱导的退相干动力学［15］． 然而，研究
XZY － YZX型三自旋相互作用怎样影响 XY链的基态性质和量子相变的工作却很少［16］．
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另一方面，量子纠缠作为一个重要的概念已经被广泛地应用于量子信息处理和量子通信中，著名的量

子态远程传输、量子纠错、量子计算等等本质上都是利用了量子纠缠．正是由于量子纠缠如此地重要，才使
得人们对量子纠缠的定性和定量描述有很大的兴趣．协作参量是应用最为广泛的衡量自旋系统的纠缠特
性的物理量之一［17］．协作参量描述的是两个自旋间的纠缠．在本文中，我们将通过计算协作参量来研究模
型的量子相变行为．

1 模型和公式
具有三自旋相互作用的横场中各向异性 XY模型的哈密顿量是

H = ∑
N

l = 1
－ { J［( 1 + γ) Sx

l S
x
l + 1 + ( 1 － γ) Sy

l S
y
l + 1］+ ΩS

z
l + J* ( Sx

l － 1S
z
l S
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l － 1S
z
l S

x
l + 1 ) } ， ( 1)

其中，J是最近邻相互作用，J* 是 XZY － YZX 型三自旋相互作用，γ 是各向异性参数，Ω 是均匀外场．这里
我们选择周期性边界条件，Sβ

N + 1 = Sβ
1 ( β = x，y，z) ．

通过 Jordan-Wigner变换，哈密顿量可写为:
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应用傅立叶变换 cj =
1

槡N
∑

k
cke

－ ikj，哈密顿量在 k空间中表示为:
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这里不失一般性，α = J* / J，h = Ω / J，J = 1．

定义 H = ∑
π
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那么，哈密顿量对角化为:

H = ∑
π

k = －π
εk ( η


kηk －

1
2 ) ， ( 4)

其中

εk =
α
2 sin2k + ( cosk + h) 2 + γ2 sin2槡 k． ( 5)

需要特别注意的是，没有三自旋相互作用的各向异性 XY 链的能谱( 上式取 α = 0) 总是大于零的，而此模
型的能谱 εk 在某些参数区域内却是小于零的值．由于在热力学极限下，系统的基态 | GS〉对应 εk ＜ 0 的地
方占满粒子，而 εk≥0 的地方没有占据粒子，所以基态满足:

ηk | GS〉= 0， 如果 εk≥0，

η
k | GS〉= 0， 如果 εk ＜ 0．

2 结果与讨论
2． 1 相图
考虑到模型哈密顿量的对称性，我们只需要研究 γ，h，α≥0 的情况．这 3 个参数的相互竞争使得该模

型的相图比没有三自旋相互作用的各向异性 XY模型的相图更加复杂( 见图 1) ．当第一激发态和基态之间
的能隙 Δ = 0 时，相变便会产生，所以在传统的研究方法中，我们可以通过计算激发谱的最小值 εmin = 0 的
那一点来找到对应的临界点．但是本文中，我们将采取更为简便的方法———李―杨零点理论的方法［16］来
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找到量子相变点．根据这一方法，我们只需要求解方程 εk ( h) = 0 在 h复平面的解，正实轴上的解便是对应
着系统的量子相变点．
通过计算，εk ( h) = 0 在 h复平面的解为:

h = － cosk ± ( α2cos2k － γ2槡 ) | sink | ． ( 6)
分 3 种情况来讨论:
( 1) α = 0．当 γ ＞ 0 时，上式可以化简为 h = － cosk + iγsink，h在复平面的解恰好构成一个椭圆，并且与

正实轴交于 h = 1，也就是说临界点为 h = 1．当 γ = 0 时，h 的解都落在正实轴上，并且最大值为 h = 1，所以
0≤h≤1 区域都为临界点．这种情况下的相图见图 1( a) ，即为横场中没有三自旋相互作用的各向异性 XY
链的相图． h = 1 的竖直线对应从铁磁相到顺磁相转变的 Ising相变． γ = 0 的水平线对应从 X方向的铁磁相
到 Y方向的铁磁相转变的各向异性相变．

( 2) 0 ＜ α ＜ 1．当 γ≥α时，式( 6) 可以变化 h = － cosk ± i ( α2cos2k － γ2槡 ) sink，h 在复平面的解仍然可
以构成一个椭圆，并且与正实轴交于 h = 1 点，可见，此时 h = 1 仍然为相变点．当 γ ＜ α 时，情况更为复杂，
零点分布在区间［hmin，hmax］

［16］．综合分析，我们得到了在 0 ＜ α ＜ 1 情况下的相图，见图 1( b) ．相图由 3 个
区域构成．区域Ⅰ和区域Ⅱ是非临界区域，在这两个区域内，激发态能量和基态能量间是有能隙的．而区域
Ⅲ是临界区域，在这个区域，能隙为零．
( 3) α≥1．图 1( c) 给出了这种情况的相图，相图中 h = 1 消失．区域 3 范围扩大．
由于图 1( b) 的相图包含了最多的相，因此，只要弄清楚此相图中各个相的性质，图 1( a) 和图 1( c) 的相

的信息也便清楚了．因此本文主要研究 0 ＜ α ＜1情况下的量子相变，不失一般性，下面的研究我们取 α =0． 5．

图 1 三自旋相互作用的各向异性 XY模型的相图
Fig． 1 The ground-state phase diagram of the model

图 2 对应( a) γ =0． 7，( b) γ =0． 3 两种情况的平均磁矩
Fig． 2 Mz Changing with h． Here，( a) γ =0． 7 and ( b) γ =0． 3

2． 2 平均磁矩
平均磁矩 MZ 为:

MZ =
1
2N∑

π

k = －π

cosk + h
( cosk + h) 2 + γ2 sin2槡 k

sgn( εk ) ， ( 7)

这里，对于 εk≥0，阶梯函数 sgn( εk ) = 1，反之，为 － 1．图 2 给出了在不同 γ参数下( α = 0． 5) ，平均磁矩 MZ

随 h变化的函数． 图 2 ( a) ，当 γ = 0． 7，对应了 MZ 从区域Ⅰ到区域Ⅱ的行为，只有在 h = 0 时，平均磁矩
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MZ = 0，并且随着 h的增加，MZ 的值逐渐增大，直到 h→∞时，MZ 达到了最大值 MZ = 0． 5．我们可以发现，
平均磁矩与没有三自旋相互作用的各向异性 XY 链发生 Ising 相变时对应的平均磁矩随 h 的变化行为相
似: 都是当外场通过临界点 hc = 1 时，平均磁矩有个拐点，且其一阶导数发散( 见插图) ，说明 hc = 1 发生的
是二级量子相变．另一方面，当 γ = 0． 3，平均磁矩 MZ 从区域Ⅰ到区域Ⅲ，再到区域Ⅱ． 平均磁矩在 hmin，

hmax处分别出现拐点，且其一阶导数发散( 见插图) ，都是二级相变．
2． 3 协作参量
协作参量通常描述在自旋链中任意一对自旋 m和 n之间的纠缠，其定义为

Cmn = max{ 0，λ1 － λ2 － λ3 － λ4 } ， ( 8)
λ1≥λ2≥λ3≥λ4 是算符

Rij = ρij ( σ
yσy ) ρ*

ij ( σ
yσy ) ． ( 9)

本征值的平方根． ρmn是自旋 m和 n的约化密度矩阵，

ρij =
1
4 ∑

3

α，β = 0
pαβσ

α
iσβ

j， ( 10)

其中，关联函数 pαβ =〈σ
α
i σβ

j〉．这里，ρmn的具体形式可以写为

ρij =
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矩阵元是:
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经过很长的计算，我们知道〈σx
iσ

y
j〉+〈σ

y
iσ

x
j〉= 0，但是〈σ

x
iσ

y
j〉－〈σ

y
iσ

x
j〉≠0．值得一提的是，对于没有三自

旋相互作用的 XY模型，a23的虚部为 0，而我们的模型中该项为复数．

图 3 对应( a) γ =0． 7，( b) γ =0． 3 两种情况的协作参量以及其一阶导数
Fig． 3 The concurrence and its first-order derivatives as functions of h when ( a) γ =0． 7 and ( b) γ =0． 3

本文研究的是格点 1 和格点 2 的最近邻协作参量 C12．图 3( a) 给出了从区域Ⅱ到区域Ⅱ，C12 及其导
数随 h的变化行为．图 3( b) 给出了从区域Ⅰ到区域Ⅲ，然后到区域Ⅱ，C12 及其导数随 h 的变化行为．我
们发现，协作参量都是连续的，而其一阶导数不连续，因此可以说明相变都为二级相变，与前面的结论一

致．需要注意的是，每个协作参量的曲线都有几个非解析点，其中只有 cp 点对应的是临界点( 图 3 中用 cp
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标出) ，这几个点与 LeeYang方法给出的临界点都符合得很好．而另一个点( 图 3 中的 a，b 点) 并不是临界
点，而是由于关联函数在这些点上振荡趋于一个有限值产生的，协作参量的这一特点之前已经由 Barouch
和 McCoy发现并研究得到．

3 结语
本文讨论了具有三自旋相互作用的横场中各向异性 XY 模型的量子相变和量子纠缠．我们通过 Lee-

Yang零点方法给出了模型的相图，计算物理量平均磁矩研究了模型的相变行为; 并且研究了协作参量在
相变点附近的行为，发现协作参量可以很好地体征系统的量子相变．
致谢: 感谢童培庆教授对本文的悉心指导．
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