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求解稳态 N鄄S 方程的 Uzawa 算法的几何收敛性
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[摘要] 摇 Temam 提出求解稳态 Navier鄄Stokes 方程的 Uzawa 算法并且证明了算法的收敛性. 然而,至今没有算法

的收敛率分析. 本文证明该算法是以几何级数收敛的.
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On the Geometric Convergence of the Uzawa Algorithm for
Steady Incompressible Navier鄄Stokes Equations
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Abstract:Temam proposed an Uzawa algorithm for solving steady incompressible Navier鄄Stokes equations and proved its
convergence. However,the convergence rate analysis remains open until now. We prove in this paper that this method
converges geometrically.
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给定空间 Rd(维数 d=2 或 3)的一个有界开多边形(多面体)区域,考虑其上的稳态 Navier鄄Stokes 方程

-淄驻u+(u·塄)u+塄p= f, in 赘,
塄·u=0, in 赘{ ,

(1)

式中黏性系数 淄= 1
Re是雷诺数 Re 的倒数,f 代表外力,未知量是速度场 u 和压力 p. 相应的边界条件取为粘

附边界条件,即
u=0, on 鄣赘. (2)

另外为了保证压力 p 的唯一性,对压力函数要求

乙
赘
pdx=0. (3)

接下来,介绍一些后文将要使用到的记号,详见文献[1] . 令(·,·)表示 L2 内积. 给定非负整数 s,令
Hs(赘)为通常意义下的 Sobolev 空间,该空间的元素是 L2 可积函数,并且其不超过 s 次的广义导数仍旧 L2

可积. 空间 Hs(赘)上定义标准的范数椰·椰摇s和半范数 · s . C肄
0 (赘)在范数椰·椰摇s下的完备化空间记为

Hs
0(赘) . Hs

0(赘)的对偶空间记 H-s(赘) . 令 Hs(赘)表示乘积空间(Hs(赘)) d,其上的范数、半范数和内积在不

引起混淆的情况下,均采用与 Hs(赘)相同的记号. 对于 Hs
0(赘)和 H-s(赘)也按同样的规矩来.

记 V=H1
0(赘),P=L2

0(赘):= p 沂 L2(赘),乙
赘
pdx ={ }0 ,定义两个 V3 上的三线性型如下:

a1(u;v,w) = 乙
赘
(u·塄)v·wdx,

N(u;v,w) = 1
2 a1(u;v,w) - 1

2 a1(u;w,v) .
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容易通过分部积分验证在 V3 上两个三线性型等价,N(·;·,·)可以视作 a1(·;·,·)的反对称化.
这样,变分问题(1) ~ (3)可描述如下(参见文献[2-4]):
问题 Q摇 寻找(u,p)沂V伊P 使得

N(u;u,v)+淄(塄u,塄v)-(p,div v)= 掖 f,v业, 坌v沂V,
(div u,q)= 0, 坌p沂P{ ,

(4)
(5)

式中 f沂H-1(赘),掖·,·业表示 H-1(赘)伊H1
0(赘)上的对偶形式.

在专著[2]中,Temam 提出了一个求解稳态 Navier鄄Stokes 方程(1)(或(4) ~ (5))的 Uzawa 算法并且

证明了算法的收敛性. 然而,时过 40 多年至今还缺乏该算法的收敛率分析. 在本文中,我们将使用文献

[5]中的一些技巧和巧妙的推导,证明该算法是以几何级数收敛的.

1摇 Uzawa 算法和一些基本结果

文献[2-4]指出,存在正数 N 使得

a1(u;v,w) 臆N |u | 1 | v | 1 |w | 1,摇 坌u,v,w沂H1
0(赘), (6)

并且有著名的 inf鄄sup 条件成立,即存在一个常数 茁沂(0,1],使得

inf
q沂P

sup
v沂V

(div v,q)
| v | 1椰q椰0

逸茁. (7)

在本文中,定义

撰=淄-2N椰f椰-1, (8)
式中

椰f椰-1:= sup
v沂H10(赘)

<f,v>
| v | 1

.

在[2]中,Temam 提出了一个求解稳态 Navier鄄Stokes 方程(1)(或(4) ~ (5))的 Uzawa 算法,这是一个

非线性算法,形式如下:
算法 1摇 问题 Q 的 Uzawa 算法

按如下方式构造序列 (un,pn{ }) :
取任意初值 u0沂H1

0(赘)和 p0沂L2
0(赘),当 un,pn 已知时,定义 un+1沂H1

0(赘),pn+1沂L2
0(赘)是下述方程

的解

N(un+1;un+1,v)+淄(塄un+1,塄v)= (pn,div v)+掖 f,v业,摇 坌v沂H1
0(赘), (9)

(pn+1-pn,q)+籽(div un+1,q)= 0,摇 坌q沂L2
0(赘), (10)

式中 籽 是正的参数.
Temam 在假设

軃淄:=淄-淄-1N椰f椰-1>0 (11)
和

0<籽<2軃淄 (12)
这两个条件下,证明了 n寅肄时,un寅u in H1

0(赘),pn寅p in L2
0(赘),其中(u,p)是(1)的唯一解. 然而 Temam

没有给出收敛率分析.
使用我们的记号,条件(11)和(12)可以重写成

撰<1,
和

0<籽<2淄(1-撰) .
在后面的推导中,我们也假设这两个条件成立.
下述引理包含一些后文要用到的已有结果,证明参见文献[2,3,5] .
引理 1
(1)若 v沂H1

0(赘),那么

椰div v椰0臆椰塄v椰0 .
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(2)令(u,p)沂V伊P 是问题 Q 之解,则
|u | 1臆淄-1椰f椰-1 . (13)

2摇 收敛率分析

我们在这里给出收敛率分析,结果如下述定理所示:
定理 1摇 令(u,p)沂V伊P 是问题 Q 之解,{(un,pn)}是算法 1 产生的函数序列. 若(8)中定义的参数 撰

满足

撰<1,
算法 1 中的参数 籽 满足

0<籽<2淄(1-撰),
则有

淄(1-撰) |un+1-u | 1臆椰pn-p椰0, (14)
且存在和 n 无关的正常数 酌<1,使得

椰pn+1-p椰0臆酌椰pn-p椰0 .
特别地,若 籽=淄(1-撰),则(22)给出的 酌 是拟最优的.
证明摇 记

En =un-u,en = pn-p, (15)
它们表示算法 1 的迭代序列与问题 Q 的解之间的误差.

(9)减去(4),有
淄(塄En+1,塄v)-(en,div v)= -N(un+1;En+1,v)-N(En+1;u,v) . (16)

在上式中选择 v=En+1,并注意到 N(un+1;En+1,En+1)= 0,可知

淄 |En+1 | 21 =(en,div En+1)-N(En+1;u,En+1) . (17)
联立(17)、(6)和(13),并使用引理 1,可推得

淄 |En+1 | 21 =椰en椰0 |En+1 | 1+淄撰 |En+1 | 21,
因此,(14)得以证明.

另一方面,根据(5)、(10)和(15),有
-(en,div En+1)= (en,div un+1)= 籽-1(pn-pn+1,en)= 籽-1(en+1-en,en)=

(2籽) -1(椰en+1椰2
0-椰en椰2

0-椰en+1-en椰2
0),

将上式代入(17),得
2籽淄 |En+1 | 21+椰en+1椰2

0 =椰en椰2
0+椰en+1-en椰2

0-2籽N(En+1;u,En+1) . (18)
我们推断

椰en+1-en椰0臆籽 |En+1 | 1 . (19)
事实上,根据(5)和(10)有

(en+1-en,q)= -籽(div En+1,q) .
取 q= en+1-en,应用 Cauchy鄄Schwarz 不等式和引理 1 即得(19) .
由(6)、(8)、(13)、(18)、(19)可知

2籽淄 |En+1 | 21+椰en+1椰2
0 =椰en椰2

0+椰en+1-en椰2
0-2籽N(En+1;u,En+1)臆椰en椰2

0+籽2 |En+1 | 21+
2籽N |u | 1 |En+1 | 21臆椰en椰2

0+籽2 |En+1 | 21+2籽淄撰 |En+1 | 21 .
整理即

籽(2淄(1-撰)-籽) |En+1 | 21+椰en+1椰2
0臆椰en椰2

0 . (20)
另一方面,根据 En+1的定义并使用等式(16),能够得到

(en,div v)= 淄(塄En+1,塄v)+N(En+1;En+1,v)+N(En+1;u,v)+N(u;En+1,v) .
再利用(6)、(7)与(13)可知

茁椰en椰0臆sup
v沂V

(en,div v)
| v | 1

臆淄 |En+1 | 1+N |En+1 | 21+2N |u | 1 |En+1 | 1,
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即

茁椰en椰0臆淄(1+2撰) |En+1 | 1+N |En+1 | 21 .
使用此估计和(14),有

茁椰en椰0臆|En+1 | 1(淄(1+2撰)+N |En+1 | 1)臆|En+1 | 1(淄(1+2撰)+N淄-1(1-撰) -1椰en椰0) .
为叙述方便起见,记常数 C1 =淄(1+2撰),C2 =N淄-1(1-撰) -1 . 那么

|En+1 | 21逸
茁2

(C1+C2椰en椰2
0) 2椰en椰2

0 .

将此结果代入(20)立得

C籽茁2

(C1+C2椰en椰2
0) 2椰en椰2

0+椰en+1椰2
0臆椰en椰2

0,

即

椰en+1椰2
0臆 1-

C籽茁2

(C1+C2椰en椰2
0)

æ

è
ç

ö

ø
÷2 椰en椰2

0, (21)

式中 C籽:= 籽(2淄(1-撰)-籽) . 可以说明

0<
C籽茁2

(C1+C2椰en椰2
0) 2<1.

这是由于 C籽臆淄2(1-撰) 2<淄2,茁臆1 以及 C1+C2椰en椰2
0逸C1 >淄. 因此,由(21)可知{椰en椰0}是一个递

减序列,得椰en椰0臆椰e0椰0 . 又

1-
C籽茁2

(C1+C2椰en椰2
0) 2<1-

C籽茁2

(C1+C2椰e0椰2
0) 2,

由该结果和(21)立知

椰en+1椰0臆酌椰en椰0,
式中收缩数 酌 由下式给出

酌= 1-
C籽茁2

(淄(1+2撰)+N淄-1(1-撰) -1椰p0-p椰0) 2 . (22)

特别地,若 撰,茁,N 和 淄 固定,对于给定初值 p0,可知 酌 取到最小值当且仅当 C籽 取到最大值 淄2(1-
撰) 2 . 因此 籽=淄(1-撰)时,收缩数 酌 是拟最优的.
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