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Pell 方程 x2 -2y2 =1 和 y2 -Dz2 =4 的公解

任小枝

(南京师范大学数学科学学院,江苏 南京 210023)

[摘要] 摇 本文证明了当 D模 12 不同余-1 且 D为 7 或者 8 个不同奇素数之积时,Pell 方程 x2-2y2 =1 和 y2-Dz2 =4 仅

有平凡解 z=0.
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Abstract:In this paper,the following conclusion is proved:If D堍-1(mod 12) and D>0 is an odd squarefree integer
which has 7 or 8 distinct prime factors,the equation x2-2y2 =1 and y-Dz2 =4 has only one trivial solution z=0.
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对 Pell 方程组

x2-2y2 =1
y2-Dz2{ =4

(1)

的解问题,有不少人进行过研究,如:管训贵[1]证明了当 D=2p1p2…ps,1臆s臆6(其中 p1,…,ps 为不同奇素

数)时,除了 D 为 2伊17、2伊3伊5伊7伊11伊17 及 2伊17伊113伊239伊337伊577伊665 857 外,方程组(1)仅有平凡解

(x,y,z)= (依3,依2,0) . 陈建华[2]证明了当 D= p 或 pq(其中 p,q 为不同的素数)时,方程组(1)仅有的非平

凡正解为:当 p=5,q=7 时 x=17,y=12,z=2.
我们记 棕(D)为 D 的不同素因子个数,以下 D 为无平方因子的正奇数.
陈永高[3]证明了以下定理:
(1)当 D 模 12 不同余-1 时,若 棕(D)臆6,且 D 不等于 3伊5伊7伊11伊17伊577 及 17伊19伊29伊41伊59伊577,

则方程组(1)仅有平凡解 z=0;当 D=3伊5伊7伊11伊17伊577 时,方程组(1)的全部解为 z = 0,依24;当 D = 17伊
19伊29伊41伊59伊577 时,方程组(1)的全部解为 z=0,依24.

(2)当 D以-1(mod 12)时,若 棕(D)臆3,且 D 不等于 5伊7 及 29伊41伊239,则方程组(1)仅有平凡解 z=
0;当 D=5伊7 时,方程组(1)的全部解为 z=0,依2;当 D=29伊41伊239 时,方程组(1)的全部解为 z=0,依26.

本文对陈永高[3]定理 1 中的结果进行了改进,得到了以下结论:
定理摇 设 D 为无平方因子的正奇数,D 模 12 不同余-1,若 棕(D)= 7 或 8,则 Pell 方程 x2-2y2 =1 和 y2

-Dz2 =4 仅有平凡解 z=0.

1摇 预备知识与引理

熟知 x2-2y2 =1 的全部正解为 xn+ 2 yn = 籽n(n 为任意正偶数);x2-2y2 = -1 的全部正解为 xn+ 2 yn = 籽n
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(n 为任意正奇数),其中 籽=1+ 2 ,且有

xn =
籽n+軃籽n

2 ,摇 yn =
籽n-軃籽n

2 2
. (2)

由 x2
n-2y2

n = 依1 知 xn 为奇数. 当 n 为偶数时,由 x2
n-2y2

n =1 知 yn 为偶数;当 n 为奇数时,由 x2
n-2y2

n = -1
知 yn 为奇数.

引理 1摇 下列等式成立

x4n+2 =4y2
2n+1-1,

y2n =2xnyn,

y2n+2 =2xn+2yn+2(-1) n =2yn+2xn-2(-1) n

ì

î

í

ï
ï

ïï .
(3)

证明摇 由式(2)及 籽軃籽= -1 可知

4y2
2n+1-1 =4

籽2n+1-軃籽2n+1
æ

è
ç

ö

ø
÷

2 2

2

-1 = x4n+2,

y2n =
籽2n-軃籽2n

2 2
=(籽n+軃籽n)(籽n-軃籽n)

2 2
=2ynxn .

由式(2)及 籽2-軃籽2 =4 2可知

2xn+2yn+2(-1) n =2·籽n+2+軃籽n+2

2 ·籽n-軃籽n

2 2
+2(-1) n = 籽

2n+2-軃籽2n+2-(-1) n(籽2-軃籽2)
2 2

+2(-1) n = y2n+2 .

同理可证 y2n+2 =2yn+2xn-2(-1) n .
引理 2[3] 摇 设 m,n 为正整数,则

(xn,xm)=
x(m,n), 2 不整除 mn

(m,n) 2,

1, 2 | mn
(m,n) 2

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

(4)

(xn,ym)=
x(m,n), 2 | m

(m,n),

1, 2 不整除 m
(m,n)

ì

î

í

ï
ï

ï
ï ;

(5)

(yn,ym)= y(m,n) . (6)
引理 3[3] 摇 设 n逸1,则 xn 为平方数当且仅当 n=1,yn 为平方数当且仅当 n=1,7.
引理 4[4] 摇 Pell 方程组

2x2-3z2 = -1
4y2-3z2{ =1

(7)

仅有 x2 =1 的解.
引理 5摇 若 xn =3a2,n,a沂N,则 n=2.
证明摇 (1)当 n 为奇数时,由式(4)知(xn,x2)= 1. 注意到 x2 =3,我们有 3 不整除 xn,因而 xn屹3a2 .
(2)当 n 为偶数时,由 x2

n-2y2
n = 1 及 xn = 3a2 知 9a4 -2y2

n = 1. 变形可得(3a2 -1)(3a2 +1)= 2y2
n . 因为 yn

为偶数,且
3a2-1

2 ,3a
2+1æ

è
ç

ö

ø
÷

4 =1,

所以可令 3a2-1 =2b2,3a2+1 =4c2,其中 yn =2bc. 由引理 4 可得 a2 =1,因此 xn =3;易知 xn 是递增的,又 x2 =
3,故n=2.

引理 6摇 y8k+3以2(mod 3),y8k+5以2(mod 3),y2k+1以1(mod 4) .

证明摇 xn+ 2 yn =(1+ 2 ) n,两边同乘 ( )1+ 2 ,得 xn +2yn + 2 (xn +yn)= xn+1 + 2 yn+1,容易推出 yn+2 =
2yn+1+yn,反复应用该式,可知
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y8k以0(mod 3),
y8k+1以1(mod 3),
y8k+2以2(mod 3),
y8k+3以2(mod 3),
y8k+4以0(mod 3),
y8k+5以2(mod 3),
y8k+6以1(mod 3),
y8k+7以1(mod 3

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï ),

(8)

及

y4k以0(mod 4),
y4k+1以1(mod 4),
y4k+2以2(mod 4),
y4k+3以1(mod 4

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï ),

(9)

故得证.
引理 7摇 当 n 为正奇数,着=1 或-1 时,(2y4n+着-1) / 3 与 2y4n+着+1 为互素的非平方数.
证明摇 由 n 为正奇数及 着=1 或-1 知 4n+着以5 或 3(mod 8) . 从而由引理 6 可得 y4n+着以2(mod 3),因

此(2y4n+着-1) / 3 为整数. 显然有

2y4n+着-1
3 ,2y4n+着

æ

è
ç

ö

ø
÷+1 =1.

由引理 6 可得 y4n+着以1(mod 4),所以(2y4n+着-1) / 3以3(mod 4)及 2y4n+着+1以3(mod 4) . 因此(2y4n+着-
1) / 3 和 2y4n+着+1 均不是平方数.

引理 8摇 若 Pell 方程 x2-2y2 =1 和 y2-Dz2 =4 有如下形式的解:x = x4m,y = y4m,z = t(m沂N,t沂N),则 D
以-1(mod 12) .

证明摇 由式(5)知(y4m,x2)= x(4m,2) = x2 = 3,所以 3 | y4m . 又 y4m为偶数,D 为奇数及 y2
4m -Dt2 = 4,可得

y2
4m以0(mod 12),3 不整除 t,2 | t. 所以 t2以4(mod 12),故 D以-1(mod 12) .

2摇 定理的证明

本文定理的证明与文献[3]中此定理的证明方法一样,只有局部改动,以使结果得到改进.
假设方程组(1)有非平凡解,则必有非平凡正解,不妨设为(x*,y*,z*) . 由引理 8 和 D 模 12 不同余-1

知存在非负整数 n,使得 x* =x4n+2,y* =y4n+2 .再由 z*屹0 知 y*屹2.因为 y2 =2 且 yn 递增,所以 n逸1.
由式(3)第 2、第 3 式知

Dz*2 = y2
4n+2-4 =(y4n+2-2(-1) 2n)(y4n+2+2(-1) 2n)= 2x2n+2y2n·2y2n+2x2n =

2x2n+2·2xnyn·4xn+1yn+1x2n =16x2n+2x2nxn+1xnyn+1yn .
在 n 及 n+1 中一定有一个偶数,不妨设 n 为偶数,则 n 可写成 n = 2 tm,其中 t 为正整数,m 为正奇数.

由式(3)第 2 式得

Dz*2 =16x2n+2x2nxn+1xnyn+1yn =2 t+4x2 t+1m+2x2 t+1mx2 tm+1x2 tm…xmy2 tm+1ym . (10)
由式(4)及 m 为奇数知,

(x2 t+1m+2,x2m)= x2 =3.
由引理 2 及 m 为奇数有

x2 t+1m+2

3 ,x2 tm+1,y2 tm+1,x2 t+1m,…,x4m,
x2m

3 ,xm,ym

两两互素及均为奇数. 因为 D 为奇数,所以 2 t+4为平方数,则 t 为偶数.
由引理 3,5 知
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x2 t+1m+2

3 ,x2 tm+1,y2 tm+1,x2 t+1m,…,x4m

均不是平方数,它们至少为 D 提供 t+3 个素因子. 因为 棕(D)= 7 或 8,所以只要考虑 t=2,4.
当 t=4 时,因为 棕(D)= 7 或 8,则必有 m=1,否则 xm,x2m / 3 均不是平方数,这样式(10)右边至少为 D

提供( t+3)+2 =9 个不同素因子,矛盾. 而 m = 1 时,x2 t+1m+2 / 3 = x34 / 3 = 67伊33 931伊757 793 为 D 提供 3 个素

因子,这样式(10)右边至少为 D 提供( t+3)+3-1 =9 个不同素因子,矛盾.
当 t=2 时,由式(3)第 1 式及引理 7 可知 x2 t+1m+2 / 3 = x8m+2 / 3 = (2y4m+1 -1)(2y4m+1 +1) / 3 为 D 提供 2 个

不同素因子. 这样

x2 t+1m+2

3 ,x2 tm+1,y2 tm+1,x2 t+1m,…,x4m

至少为 D 提供 t+4 个素因子.
当 t=2,m屹1、7 时,x2m / 3、xm、ym 均不是平方数,这样式(10)右边至少为 D 提供( t+4)+3 =9 个不同素

因子,矛盾.
当 t=2,m=7 时,xm 不是平方数,x2m / 3 = x14 / 3 =113伊337,这样式(10)右边至少为 D 提供( t+4)+3 = 9

个不同素因子,矛盾.
当 t=2,m=1 时,Dz*2 =26伊32伊17伊19伊29伊41伊59伊577,则 D=17伊19伊29伊41伊59伊577,此时 棕(D)= 6,

矛盾.
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