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带 BB 步长的自适应投影法解广义纳什均衡问题
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(南京师范大学数学科学学院,江苏省大规模复杂系统数值模拟重点实验室,南京 210023)

[摘要] 摇 广义纳什均衡问题是一种非合作博弈,其每个竞争者的策略集和目标函数都要依靠其他竞争者的策

略. 它在经济学、管理科学及交通运输等领域都有广泛的应用,但如何有效地求解广义纳什均衡问题仍然是备受

关注的课题. 本文提出了带有 BB 步长的自适应投影法求解广义纳什均衡问题:首先,把广义纳什均衡问题转化

成拟变分不等式问题,然后把 BB 步长推广到求解拟变分不等式问题上,并在函数余强制条件下证明了算法的

全局收敛性. 数值结果进一步说明该方法的有效性.
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A Self鄄Adaptive Projection Method with the BB鄄Step Sizes for
Solving Generalized Nash Equilibrium Problems

Bi Peipei,Xu Lingling,Han Deren

(Jiangsu Key Laboratory for NSLSCS,School of Mathematical Sciences,Nanjing Normal University,Nanjing 210023,China)

Abstract:The generalized Nash equilibrium problem(GNEP) is a noncooperative game in which the strategy set of each
player,as well as his payoff function,depend on the rival players爷 strategies. It can be widely used in economics,
management sciences and traffic assignment,but how to effective solve the generalized Nash equilibrium problem is still a
subject of concern. In this paper, we present a self鄄adaptive projection method with the BB鄄step sizes for solving
generalized Nash equilibrium problems:First,we give the reformulation of a generalized Nash equilibrium. Then,we
extend the BB鄄step sizes to the QVI formulation of the GNEP,we adopt them in projection methods,and prove that under
the condition that the underlying function is co鄄coercive,the sequence generated by the method converges to a solution of
the quasi鄄variational inequality problem globally. Some preliminary computational results are reported,which illustrate
that the new method is efficient.
Key words: generalized nash equilibrium problem, quasi鄄variational inequality ( QVI), projection method, BB鄄step
sizes,convergence

广义纳什均衡问题(GNEP)作为非合作博弈问题中最核心的概念[1],因其在经济学、管理科学及交通

运输等领域的广泛的应用[2,3-5],引起了众多的关注. 然而,Pang 和 Fukushima 在文献[6]中指出,目前针对

广义纳什均衡问题的算法研究处于初级阶段,如何有效地求解广义纳什均衡问题成为备受关注的课题. 目
前已有的求解广义纳什均衡问题的方法中大致分为两类:一类是利用 gap 函数[7],Nikaido鄄Isoda 函数[8],
惩罚函数[9]及参数变分不等式[10]将广义纳什均衡问题转化为最优化问题或者变分不等式(VI) [11]求解,
另一类是将 GNEP 转化成拟变分不等式(QVI),进而利用投影算法和牛顿法[12]来进行求解.

投影法是求解凸规划和变分不等式最经典的方法之一. 它具有易实施,储存少,保稀疏的优点. 常见的

投影法有:基本投影法[13],外梯度法[14],超平面投影法,自适应投影法及预测校正投影法[2] 等,这些方法

大大提高了计算效率.
本文首先将 GNEP 问题转化成 QVI 问题,采用了一个新的步长即 BB 步长,设计了一种改进的自适应
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投影算法. 在余强制的条件下,证明了该算法的全局收敛性,最后的数值结果验证了新方法的可靠性与有

效性.

1摇 问题描述

广义纳什均衡是非合作博弈论中一类重要的问题:假设有 N 个参与者,第 i( i沂{1,…,N})个参与者

的决策变量记为 xi沂Rni,将所有参与者的决策变量所组成的向量记为 x:=
x1

左
x

æ

è

ç
ç
ç
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÷
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,其中维数 n= 移
N

i = 1
ni . 向量

x-i表示除参与者 i 之外的所有参与者的决策变量所构成的向量. 为方便讨论,我们有时也用(xi;x-i)代替

x. 记第 i( i沂{1,…,N})个参与者的可行决策集为 X i哿Rni,所有参与者所构成的可行策略集为 X = 仪
j沂N

X j

哿Rn . X-i = 仪
j沂N,j屹i

X j 表示除参与者 i 之外的所有参与者所构成的可行决策集. 在 GNEP 中,每个参与者 i 的

目标是选取自己的策略 xi 以极小化其价值函数 ui,即
min
xi沂Rni

摇 ui(xi,x-i),摇 坌xi沂K i(x-i), (1)

其中 K i:X-i寅X i 是一个点到集合的映射,表示参与者 i 受其他参与者所做的决策影响,则
K i(x-i)哿X i,摇 坌x-i沂X-i .

记

K(x)= 仪
i沂N

K i(x-i) . (2)

我们用 Si(x-i)表示问题(1)的解集,若向量 軈x 满足
軈xi沂Si(x-i),摇 坌i沂{1,…N},

则称 軈x 为广义 Nash 均衡点. 軈x 是广义纳什均衡问题的解当且仅当
軈x=(軈x1,軈x2,…軈xN)沂X,

且满足
軈xi沂K i(軈x-i),摇 坌i沂{1,…N},

ui(軈x)臆ui(yi,軈x-i),摇 坌yi沂K i(軈x-i),摇 i=1,…N.
假设每个可行策略集 X i 都是凸集,价值函数 ui(·,x-i)是连续可微的凸函数,K i(x-i)哿X i 是闭凸集,

则求解(1)等价于求解一个拟变分不等式问题[5],即找一点 軈xi沂K i(軈x-i),使得

(yi-軈xi) T荦xiui(軈xi,軈x-i)逸0,摇 坌yi沂K i(軈x-i) .
根据(2)的定义,軈x 是广义纳什均衡点的充要条件是 軈x 是如下拟变分不等式的解:即 軈x 满足

(QVI) 摇 (y-軈x) TF(軈x)逸0,摇 坌y沂K(軈x), (3)
其中

F(軈x)= (荦xiui(xi,軈xi)) N
i=1沂Rn .

2摇 预备知识

在本文中,记椰x椰= xTx,P赘(·)表示 Rn 到 赘 上的投影映射,即
P赘(x)= argmin{椰y-x椰|坌y沂赘} . (4)

当 赘 是闭凸集时,Rn 中的任意点在 赘 上的投影是唯一的. 若 赘 是一些特殊集合,例如正卦限、盒子等,很
容易计算 P赘(·) .

投影算子 P赘(·)有如下基本性质:
性质 1摇 若 赘哿Rn 为一非空闭凸集,P赘(·)表示 Rn 到 赘 上的投影映射,则对任意 x沂Rn 及任意 z沂

赘,有
(x-P赘(x)) T(z-P赘(x))臆0.

定义 1摇 设 F:赘寅Rn,对坌u沂Rn 和 琢>0,我们定义
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u(琢):=P赘(u-琢F(u)),摇 e(u,琢)= u-u(琢) .
u(琢),e(u,琢)与 QVI 的解有下列关系:

引理 1摇 对坌琢>0,u*是 QVI 的解圳u*:=PK(u*)(u*-琢F(u*)) .
引理 2摇 坌琢>0,u*是 QVI 的解圳e(u*,琢)= 0.
椰e(u,琢)椰可以看作是点 u 与解 u*的度量函数,因此在迭代算法中,误差界 e(u,琢)常作为算法的

终止条件. 椰e(u,琢)椰有以下性质:
性质 2[2] 摇 对坌u沂Rn,琢2逸琢1>0,下列关系式成立:

椰e(u,琢2)椰逸椰e(u,琢1)椰,摇
椰e(u,琢2)椰

琢2
臆

椰e(u,琢1)椰
琢1

.

性质 3[2] 摇 对坌u沂Rn,琢>0,下列不等式成立:
min{1,琢}椰e(u,1)椰臆椰e(u,琢)椰臆max{1,琢}椰e(u,1)椰.

性质 4摇 对坌琢l>0,琢>0,u沂Rn 有

min{1,
琢l

琢 }椰e(u,琢)椰臆椰e(u,琢l)椰臆max{1,
琢l

琢 }椰e(u,琢)椰.

定义 2摇 设 f 是集合 赘哿Rn寅Rn 的映射,则称

(a) f 在 赘 上是单调的,如果 f 满足

(u-v) T( f(u)-f(v))逸0,摇 坌u,v沂赘;
如果上式不等号严格成立,则称 f 在 赘 上是严格单调的;

(b) f 在 赘 上是强单调的,如果存在常数 滋>0,使得 f 满足

(u-v) T( f(u)-f(v))逸滋椰u-v椰2,摇 坌u,v沂赘;
(c) f 在 赘 上是伪单调的,如果 f 满足

(u-v) T f(v)逸0圯(u-v) T f(u)逸0,摇 坌u,v沂赘;
(d) f 在 赘 上是余强制的,如果存在常数 滋>0,使得 f 满足

(u-v) T( f(u)-f(v))逸滋椰f(u)-f(v)椰2,摇 坌u,v沂赘.
根据上述定义可知一个强单调算子必定是严格单调的,一个严格单调的算子必定是单调的,单调的算

子又必定是伪单调的;而一个余强制的算子肯定是单调的,但不一定是严格单调的.
本文中,我们采用 BB 步长改进自适应的投影算法,有关 BB 步长可以追溯到 1988 年 Barzilai 和

Borwein 在文献中[15]提出的 BB 法. 带有 BB 步长的投影算法中有下列迭代格式:
軈xk+1 =PK(xk)(xk-琢k+1F(xk)),

其中 琢k+1可以有以下两种选择:

琢1
k+1 =

椰xk-xk-1椰2

(xk-xk-1) T(F(xk)-F(xk-1))
, (BB-1)

琢2
k+1 =

(xk-xk-1) T(F(xk)-F(xk-1))
椰F(xk)-F(xk-1)椰2 . (BB-2)

BB 法的全局收敛性仍然是一个公开的问题,对于一般的问题至今还没有收敛结果,部分特殊问题的

收敛结果可参见文献[15-17] . 为了保证算法的全局收敛性,我们将 BB 方法与非单调线搜索结合使用.
非单调线搜索的方法为:选择 琢k 满足

f(xk+akdk)臆 max
0臆j臆m(k)

f(xk-j)+籽akgT
k dk . (5)

籽沂(0,1),m(0)= 0,0臆m(k)臆min[m(k-1)+1,M],M>0,一般情况下,非单调线搜索效果不错,但存在

一些缺点,比如:数值结果的好坏与 M 的取值有关,而如何选取合适的 M 非常困难;迭代过程中需要储存

至少 m(k)个函数值.
在整篇文章中,我们作如下假设:
(A1)令 S* ={u沂S | (v-u) TF(u)逸0,坌v沂軈S},其中 S= 疑

u沂X
K(u)和 軈S= 胰

u沂X
K(u);

(A2)映射 F(·)是余强制的;
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(A3)K(·)在 X 上是连续的.
注 1摇 假设(A1)并不容易验证,但它是保证 QVI 的解集非空的一个充分条件.

3摇 算法及收敛性分析

算法 1摇 带有 BB 步长的自适应投影法.
S0. 摇 给定 l,c沂(0,1),m=0,籽沂(0,2),滋 为余强制常数,x0沂X. 令

x1 =PK(x0)(x0-琢0F(x0)),摇 酌0 =
椰x0-x1椰2

(x0-x1) T(F(x0)-F(x1))
,摇 k:=0.

S1. 摇 如果椰e(xk,琢k)椰臆着 则停止. 否则转 S2.
S2. 摇 寻找最小的非负整数 ik,使得 琢k =酌k lik满足

琢k max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰臆滋c椰xk-軈xk椰 (6)

和

椰xk-軈xk椰臆 max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰, (7)

其中
軈xk =PK(xk)(xk-琢kF(xk)) .

S3. 摇 计算

xk+1 =PK(xk)(xk-茁k(xk-軈xk+琢kF(軈xk))),
其中

茁k = 籽(1-
琢2

k

滋2
-c)

椰xk-軈xk椰2

椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰2 .

S4. 摇 令 k:= k+1,m=min(m+1;M),酌k =
椰xk-xk+1椰2

(xk-xk+1) T(uk-uk+1)
,转 S2.

注 2摇 由(7)易得

椰xk-軈xk椰臆 max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰,

进而

椰xk-軈xk椰臆 max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰+琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰. (8)

引理 3摇 在假设(A1-A3)下,如果算法产生的迭代点 xk 不是 QVI(3)的解,那么存在 軌琢,当 0<琢k<軌琢,式
(6)成立.

证明摇 假设式(6)不成立,即
琢k max

0臆j臆min(k,M)
椰e(xk-j,琢k-j)椰>滋c椰xk-軈xk椰. (9)

由式(9)得到

琢k>
滋c椰xk-軈xk椰

max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰
,

由于

max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰>0

及 ik寅肄 ,琢k寅0,对上式取极限:

0 = lim
ik寅肄

琢k逸lim
ik寅肄

滋c
椰xk-軈xk椰

max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰
>0,

与式(9)矛盾.
综上所述,式(6)成立.
注 3

(u-v) T(F(u)-F(v))臆椰u-v椰椰F(u)-F(v)椰. (10)
由定义 2(d)和式(10),得
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滋椰F(u)-F(v)椰臆椰u-v椰. (11)
注 4摇 引理 3 表明,可以在有限步内找到 琢k>0,使得式(6)和式(7)被满足. 另外,易证 inf{琢k} =琢min>

0. 事实上,由式(6)和式(7)得:

椰xk-軈xk椰臆滋c
琢k

椰xk-軈xk椰-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰,

琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰臆(滋c琢k
-1)椰xk-軈xk椰.

由 F 是余强制的和注 3 中的式(11),可得

滋c
琢k

-1臆
琢k

滋 .

所以

琢k逸琢min:=min{琢0,
滋 1+4c -滋

2 } .

引理 4摇 若椰xk-軈xk椰屹0,
琢2

k

滋2 +c<1,则椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰屹0.

证明摇 令 x*沂S*,根据 S*的定义,xk沂K(xk-1)及 軈xk沂K(xk),得
掖F(x*),xk-x*业逸0, (12)
掖F(x*),軈xk-x*业逸0, (13)

由式(12),式(13)和定义 2(c)得,
掖F(xk),xk-x*业逸0, (14)
掖F(軈xk),軈xk-x*业逸0, (15)

軈xk =PK(xk)(xk-琢kF(軈xk)),x*沂K(xk),且由性质 1,可得

掖xk-琢kF(xk)-軈xk,軈xk-x*业逸0. (16)
由式(6),(7),(14),(15),(16)得

掖xk-軈xk+琢kF(軈xk),xk-x*业 =掖xk-軈xk,xk-x*业+琢k掖F(軈xk),xk-x*业 =掖xk-軈xk-琢kF(xk),xk-x*业+
琢k掖F(xk),xk-x*业+琢k掖F(軈xk),xk-軈xk业+琢k掖F(軈xk),軈xk-x*业逸掖xk-軈xk-琢kF(xk),xk-軈xk业+琢k掖F(軈xk),xk-軈xk业 =

椰xk-軈xk椰2-琢k掖F(xk)-F(軈xk),xk-軈xk业逸椰xk-軈xk椰2-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰椰xk-軈xk椰逸
椰xk-軈xk椰2-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰( max

0臆j臆min(k,M)
椰e(xk-j,琢k-j)椰-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰)=

椰xk-軈xk椰2-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰 max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰+琢2
k椰F(xk)-F(軈xk)椰2逸

椰xk-軈xk椰2-琢k椰F(xk)-F(軈xk)椰 max
0臆j臆min(k,M)

椰e(xk-j,琢k-j)椰-琢2
k椰F(xk)-F(軈xk)椰2逸

椰xk-軈xk椰2-c椰xk-軈xk椰2-
琢2

k

滋2椰xk-軈xk椰2 = 1-c-
琢2

k

滋
æ

è
ç

ö

ø
÷2 椰xk-軈xk椰2,

由 xk屹軈xk 得,椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰屹0.
引理 5摇 由算法产生的序列{xk}是有界的.
证明摇 令 x*沂S*,则由式(6)得
椰xk+1-x*椰2 =椰PK(xk)(xk-茁k(xk-軈xk+琢kF(軈xk)))-x*椰2臆椰xk-x*-茁k(xk-軈xk+琢kF(軈xk))椰2 =

椰xk-x*椰2-2茁k掖xk-x*,xk-軈xk+琢kF(軈xk)业+茁2
k椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰2臆

椰xk-x*椰2-2 1-c-
琢2

k

滋
æ

è
ç

ö

ø
÷2 茁k椰xk-軈xk椰2+茁2

k椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰2 =

椰xk-x*椰2-籽(2-籽) 1-c-
琢2

k

滋
æ

è
ç

ö

ø
÷2

2 椰xk-軈xk椰4

椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰2 .

所以,
椰xk+1-x*椰2臆椰xk-x*椰2臆…臆椰x0-x*椰2, (17)

则{xk}是有界的.
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定理 1摇 算法产生的迭代序列{xk}的任意聚点是 QVI(3)的解.
证明摇 记{xk}是由算法产生的迭代序列,x*沂S*,由式(17)知{椰xk-x*椰}是单调下降的有界序列,

因此存在聚点.
首先证明{軈xk}是有界的. 事实上,

椰軈xk椰=椰PK(xk)(xk-琢kF(xk))椰=椰PK(xk)(xk-琢kF(xk))+x*-PK(xk)x
*椰臆

椰x*椰+椰xk-x*-琢kF(xk)椰臆椰x*椰+椰xk-x*椰+椰琢kF(xk)椰.
因为{xk}是有界的,x*沂S*,由式(17)知{椰xk-x*椰}是单调下降的有界序列,所以{軈xk}是有界的,

也易得到{椰xk-軈xk-琢kF(軈xk)椰}是有界的. 因此,

lim
k寅肄

1-c-
琢2

k

滋
æ

è
ç

ö

ø
÷2

2

椰xk-軈xk椰4

椰xk-軈xk+琢kF(軈xk)椰2
=0. (18)

由式(18)得
lim
k寅肄

椰xk-軈xk椰=0. (19)

令 軈x 是序列{xk}的一个聚点,则存在子列{xkt} kt沂字收敛于 軈x,其中 字哿{0,1…},即
lim

kt沂字,t寅肄
xkt =軈x.

其次证明 軈x 是 QVI 问题的解. 首先证明 軈x沂K(xk) . 由式(19)得
lim

kt沂字,t寅肄
軈xkt =軈x.

由于 K(·)是上半连续的,軈xk沂K(xk),可得 軈x沂K(軈x) . 记{椰e(xk,琢k)椰}相应的子序列为{椰e(xkt,
琢kt)椰}

kt
沂字 . 由注 4 知,inf{琢k} =琢min>0. 从性质 2,4 和式(19)得

椰e(xkt,琢kt)椰臆
椰xk-軈xk椰

min{1,琢k / 琢kt}
,

lim
kt沂字,t寅肄

椰e(xkt,琢kt)椰臆 lim
kt沂字,t寅肄

椰xk-軈xk椰
min{1,琢k / 琢kt}

=0.

即

lim
kt沂字,t寅肄

椰e(xkt,琢kt)椰=0. (20)

又因为 K(·)是下半连续的,所以对任意的 y沂K(軈x),存在{yk}使得 yk沂K(xk)且 lim
kt沂字,t寅肄

ykt = y. 记

e(xkt,琢kt)= xkt-PK(xkt)
(xkt-琢ktF(xkt)),

于是

掖琢ktF(xkt)椰-e(xkt,琢kt),ykt-xkt+e(xkt,琢kt)业逸0,
由性质 1 得,

琢kt掖F(xkt),ykt-xkt业+琢kt掖F(xkt),e(xkt,琢kt)业-掖e(xkt,琢kt),ykt-xkt业-椰e(xkt,琢kt)椰
2逸0,

令 t寅肄 ,t寅肄 ,由{xkt} ,{ykt}的有界性和式(20)及 琢kt的性质,得
(y-軈x) TF(軈x)逸0.

根据 y 的任意性知 軈x 是 QVI 问题的解.
注 5摇 如果假设(A1-A2)成立. 令{xk}是由算法产生的. 如果 F 在序列{xk}的聚点处是严格单调的,

聚点为 軈x,则
lim
k寅肄

xk =軈x.

4摇 数值实验

为了说明新算法的有效性,本节将新算法和 ZQX 算法,HAN[18]的算法的数值试验结果进行比较. 在
这一节,我们给出了一些计算结果和 3 个例子. 同时,我们将文献[2]中的算法(记作:ZQX)和文献[18]中
的算法(记作:HAN),本文的算法(记作:BPP)进行比较. 所有的程序都用 MATLAB 语言编写,在整个实验
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中,通过计算测试,在 ZQX 算法中参数设置 酌 = 1,咨 = 0. 5,滋 = 0. 3,籽 = 1. 99;在 HAN[18] 算法中取 c = 1,l =
0. 5,滋=0. 9,籽=1. 99;本文的算法中 琢0 = 0. 95,l = 0. 95,籽 = 1. 99. 另外计算中我们设定最大迭代次数为 1
000 次,停机准则 着=10-6 . “ Iter冶代表的是迭代次数,符号“-冶表示超出了最大的迭代次数.

例 1摇 Stackelberg鄄Cournot鄄Nash 均衡问题[2]:考虑两个人的游戏,其中每个游戏者都选择一个介于 0
和 10 之间的数 xi,并且它们的数字和少于或者等于 15. 目标函数 K i 被定义为

u1(x1,x2)= (x1) 2+ 8
3 x1x2-34x1,

u2(x1,x2)= (x2) 2+ 5
4 x1x2-24. 25x2,

K1(x2)= {0臆x1臆10,x1臆15-x2},
K2(x1)= {0臆x2臆10,x2臆15-x1} .

表 1摇 例 1 数值结果

Table 1摇 Numerical result of Example 1

初始迭代点
Iter

ZQXA1 HAN PBB-I
CPUS

ZQXA1 HAN PBB-I
近似解

ZQXA1 HAN PBB-I
(0,0) T 201 73 50 0. 010 0. 007 0. 004 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

(10;0) T - - - - - - (10;5) T (10;5) T (10;5) T

(10;10) T 206 63 48 0. 011 0. 006 0. 004 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

(0;10) T 177 60 50 0. 009 0. 006 0. 005 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

(5;5) T 235 62 51 0. 011 0. 006 0. 004 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

rand(2;1) 210 71 56 0. 009 0. 007 0. 004 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

图 1摇 例 1,初始点为(0,10) T

Fig. 1摇 Initial point of Example 1:(0,10) T

图 2摇 例 1,初始点为(5,5) T

Fig. 2摇 Initial point of Example 1:(5,5) T

摇 摇 例 2摇 在这个例子中,用
K2(x1)= {2臆x2臆10}

来替换例 1 中的

K2(x1)= {0臆x2臆10,x2臆15-x1} .
表 2摇 例 2 数值结果

Table 2摇 Numerical result of Example 2

初始迭代点
Iter.

ZQXA1 HAN PBB-I
CPUS

ZQXA1 HAN PBB-I
近似解

ZQXA1 HAN PBB-I
(0,0) T 244 72 39 0. 0190 0. 007 0. 004 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

(10;0) T 247 68 49 0. 018 0. 007 0. 004 (10;5) T (10;5) T (10;5) T

(10;10) T 184 56 50 0. 014 0. 006 0. 005 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

(0;10) T 177 60 54 0. 014 0. 006 0. 005 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

(5;5) T 235 62 39 0. 017 0. 006 0. 004 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

rand(2;1) 251 67 48 0. 018 0. 007 0. 005 (5;9) T (5;9) T (5;9) T

摇 摇 例 3摇 考虑 Stackelberg鄄Cournot鄄Nash 变形的均衡问题,来自[2]中的例 2,其数学模型可描述如下:考
虑一个垄断的市场,有 m 个公司在非合作的形势下提供同一个性质的产品,令 p:intR+寅intR+为分配给市
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场的产品总量为 Q 时,顾客购买产品的单位价格. 函数 p 被称为逆需求曲线. 价值函数 f i,i=1,2,…m 用来

表示产品的价值. 函数 f i( i=1,2,…,m)和 p 的表达式如下:

f i(xi)= cixi+
茁i

茁i+1
τ- 1

茁ii (xi)
1+茁i
茁i , (21)

其中 ci,茁i,τi,i=1,2,…,m 是给定的参数;

p(Q)= 5 000
1
浊 Q- 1

浊 , (22)
其中 浊 是一个需求弹性函数. 我们考虑垄断市场的纳什均衡问题,产品 xi 是相互独立的且 xi沂X i,i = 1,2,
…,m,它们有一个有界的公共约束:

移
m

i = 1
xi臆N.

广义纳什均衡点(x*1,x*2,…,x*m) T 满足 x*i沂X i,i=1,2,…,m,且 x*i是最优化问题

min
xi沂軈Xi

摇 f i(xi)-xip xi + 移
m

j = 1,j屹i
x*( )j , (23)

的解,其中

軈X i = xi | xi 沂 X i,摇 xi + 移
m

j = 1,j屹i
x*{ }j 臆N.

在式(23)中,每个公司在受制于它自己的产品约束和公共产品约束的前提下极小化自己的成本. 我
们将问题转化成等价的 QVI. 在这个实验中,我们取 m=5. 定义函数 F 为

F i(x)= ci+
xi

τ
æ

è
ç

ö

ø
÷

i

1
茁i+ 5 000æ

è
ç

ö

ø
÷

Q

1
浊 xi

浊Q
æ

è
ç

ö

ø
÷-1 ,摇 i=1,…,5,

其中 Q= 移
5

i = 1
xi . 所有公司产品数量的下界为 1、上界为 150,即,

X i ={xi | 1臆xi臆150},摇 i=1,…,5.
产品价值函数参数见表 3. 表 4 和表 5 中的算法结果是取 浊=1. 1 和 浊=1. 3,N=700 时的解. 与其他算法相

比,我们的算法用较少的迭代、较短的时间获得了同精度的解,同时我们也给出了余差函数的图像,从图像

上很清晰地看到我们方法的有效性.

图 3摇 例 3 中,参数为 浊=1. 1 及初始点为

1*ones(5,1)的数值结果

Fig. 3摇 Numerical result of Example 3 when
浊=1. 1 and initial point is 1*ones(5,1)

图 4摇 例 3 中,参数为 浊=1. 3 及初始点为

1*ones(5,1)的数值结果

Fig. 4摇 Numerical result of Example 3 when
浊=1. 3 and initial point is 1*ones(5,1)

表 3摇 价值函数的参数

Table 3摇 Parameters of cost function

Firm 1 Firm 2 Firm 3 Firm 4 Firm 5
ci 10 8 6 4 2
τi 5 5 5 5 5
茁i 1. 2 1. 1 1. 0 0. 9 0. 8
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表 4摇 例 3 中参数 浊=1. 1 的结果

Table 4摇 Result when 浊=1. 1 of Example 3

初始迭代点
Iter.

ZQXA1 HAN PBB-I
CPUS

ZQXA1 HAN PBB-I
50*ones(5;1) 86 19 16 0. 043 0. 012 0. 016
10*ones(5;1) 99 21 18 0. 046 0. 016 0. 015-
5*ones(5;1) 102 25 20 0. 048 0. 016 0. 015
1*ones(5;1) 109 33 23 0. 053 0. 023 0. 016
1*rand(5;1) 110 36 23 0. 053 0. 023 0. 016
10*rand(5;1) 101 25 20 0. 047 0. 017 0. 015

表 5摇 例 3 中参数 浊=1. 3 的结果

Table 5摇 Result when 浊=1. 3 of Example 3

初始迭代点
Iter.

ZQXA1 HAN PBB-I
CPUS

ZQXA1 HAN PBB-I
50*ones(5;1) 89 20 18 0. 043 0. 012 0. 016
10*ones(5;1) 95 20 17 0. 046 0. 016 0. 015
5*ones(5;1) 98 24 19 0. 048 0. 016 0. 016
1*ones(5;1) 104 30 19 0. 053 0. 017 0. 015
1*rand(5;1) 105 33 24 0. 053 0. 017 0. 015
10*rand(5;1) 98 23 17 0. 047 0. 016 0. 015

表 6摇 例 3 中参数 浊=1. 1 和 浊=1. 3 的结果

Table 6摇 Result when 浊=1. 1 and 浊=1. 3 of Example 3

Firm 1 Firm 2 Firm 3 Firm 4 Firm 5

浊=1. 1 36. 932 5 41. 818 1 43. 706 6 42. 659 2 39. 179 010
浊=1. 3 21. 217 9 28. 081 4 32. 344 8 33. 790 2 32. 663 9

5摇 结论

文中我们提出了一种带有 BB 步长的自适应投影法来求解广义纳什均衡问题. 我们首先将此优化问

题转化为求解拟变分不等式问题,结合了投影法、BB 法及非单调的线搜索思想,并且考虑一些参数的选

取,在函数余强制的条件下,我们分析了新算法的全局收敛性,进一步的数值结果也充分表明了算法的可

行性和优越性.

图 5摇 三种方法的关系

Fig. 5摇 Relation between the three algorithms

对于求解拟变分不等式,ZHANG 已提出了自适应投影法,
随后 HAN 提出了改进步长的思想,并得到了很好的结果,而我

们的思想就是应用 BB 步长,采取同样的搜索方向. HAN[18] 在

原有的基础上,又改进了方向,取得了更好的结果. 由此启发我

们是不是在新方法的基础上,改进步长的同时也改进方向,是
否也能取得很好的结果呢? 这个有待进一步的研究,我们将上

述问题和算法之间的关系整理为如图 5.
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