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具有标准发生率和脉冲干扰的

ＳＩＲＳ 传染病模型分岔分析
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[摘要] 　 本文同时考虑生育脉冲、垂直传染和脉冲治疗ꎬ建立一个带有标准发生率的 ＳＩＲＳ传染病模型ꎬ从理论

分析和数值模拟方面研究了 ＳＩＲＳ传染病模型的动力学性质. 首先利用 Ｆｌｏｑｕｅｔ乘子理论ꎬ证明了系统的平凡解、
无病周期解和地方病周期解的存在性和稳定性ꎻ接着利用庞加莱映射、中心流形定理和分岔理论详细讨论了跨

临界分岔和 ｆｌｉｐ分岔ꎬ而且给出了能很好验证理论分析的数值结果ꎻ最后给出了生物学的解释和主要的结论.
[关键词] 　 ＳＩＲＳ模型ꎬ标准发生率ꎬ跨临界分岔ꎬｆｌｉｐ分岔
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传染病给人类和动物的生存带来了巨大的灾难ꎬ控制传染病一直是当今世界的一个重大问题. 脉冲

现象在传染病的传播过程中普遍存在ꎬ目前已有大量的有关脉冲现象的数学模型被用来研究各种各样的

传染病问题[１ꎬ２] .
传染病动力学是在理论上对传染病进行分析研究的一种重要方法[３] . 在经典的传染病模型中ꎬ以疾

病的发生率为双线性[４]来研究各种传染病的传播机制和动力学行为. 但当种群人口很大时ꎬ与人口成正

比的接触率将不符合实际. Ａｎｄｅｒｓｏｎ Ｒ和 Ｍａｙ Ｒ[５] 通过研究证实ꎬ标准发生率比双线性发生率更符合实

际ꎻＨｕａ[６]等研究了一类带有标准发生率的 ＳＩＲＳ传染病模型ꎻ郭中凯[７]等人研究了具有脉冲免疫的 ＳＥＩＲ
传染病模型的稳定性ꎻＦａｎｇ和 Ｑｉ[８]对带有非线性发生率的 ＳＥＩＲ传染病模型进行了分析. 但这些文献都没

有讨论带有标准发生率 βＳＩ / Ｎ的传染病模型且脉冲生育和脉冲接种不同时发生的动力学行为.
因此ꎬ本文研究一类带有标准发生率 βＳＩ / Ｎ、生育脉冲、垂直传染和脉冲接种的 ＳＩＲＳ 传染病模型ꎬ得

到了系统的无病周期 ２Ｔ－解和平凡解的存在性及稳定性的条件ꎬ并讨论了解的跨临界分岔和 ｆｌｉｐ分岔.
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１　 模型描述

设 Ｓ( ｔ)、Ｉ( ｔ)和 Ｒ( ｔ)分别为 ｔ时刻的易感者、感染者和移出者的数量ꎬ发病率 βＣ(Ｎ)ＳＩ / Ｎ 是指单位

时间内新病例的数量ꎬ在传染病学研究中有着很重要的作用. 本文讨论标准发生率 βＳＩ / Ｎꎬ其中 Ｎ＝ Ｓ＋Ｉ＋Ｒ
是总的人口数量ꎻ取脉冲生育为 ΔＮ＝(ｂ－ｃＮ)Ｎꎬ其中 ｂ 是最大出生率ꎻ以及假设每一次接种疫苗ꎬ接种人

群占易感人群的比例为常数 ｐꎬ其中 ０<ｐ<１. 现把脉冲出生、脉冲治疗和垂直传染引入到传染病模型中ꎬ假
设脉冲出生和垂直传染发生在 ｔ＝(２ｎ－１)Ｔ时刻ꎬ脉冲接种以接种率 ｐ 发生在 ｔ ＝ ２ｎＴ(ｎ∈Ｎ＋)时刻ꎬ从而

得到下面的 ＳＩＲＳ传染病模型:

Ｓ̇＝ －βＳＩ
Ｎ
－σＳ＋δＲ

Ｉ̇＝βＳＩ
Ｎ
－(γ＋σ) Ｉ

Ｒ̇＝γＩ－(δ＋σ)Ｒ

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ꎬ　 ｔ≠ｎＴꎬ

ΔＳ＝(ｂ－ｃＮ)(Ｓ＋Ｒ)
ΔＩ＝(ｂ－ｃＮ) Ｉ
ΔＲ＝ ０

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ　 ｔ＝(２ｎ－１)Ｔꎬ

ΔＳ＝ －ｐＳ
ΔＩ＝ ０
ΔＲ＝ ｐＳ

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ　 ｔ＝ ２ｎＴꎬ

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１)

其中 ０≤σ≤１是自然死亡率ꎬγ是感染个体的康复率ꎬδ是失去免疫力的康复者再次转化为易感者的比率.

２　 无病周期 ２Ｔ－解和平凡解的存在性和稳定性

考虑无病情形ꎬ种群不存在染病者ꎬ即 Ｉ( ｔ)＝ ０( ｔ≥０)ꎬ系统(１)变为:
Ｎ̇＝ －σＮ

Ｒ̇＝ －(δ＋σ)Ｒ} ꎬ　 ｔ≠ｎＴꎬ

ΔＮ＝(ｂ－ｃＮ)Ｎ
ΔＲ＝ ０ } ꎬ　 ｔ＝(２ｎ－１)Ｔꎬ

ΔＮ＝ ０
ΔＲ＝ ｐ(Ｎ－Ｒ)} ꎬ　 ｔ＝ ２ｎＴ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï

(２)

系统(２)的初始点为(ＮｋꎬＲｋ)ꎬ轨线从这个初始点开始ꎬ经过 ２Ｔ 时刻ꎬ在脉冲效应下到达点(Ｎｋ＋１ꎬ
Ｒｋ＋１)ꎬ因此得到下面的离散映射:

Ｎｋ＋１ ＝(１＋ｂ－ｃＮｋｅ
－σＴ)Ｎｋｅ

－２σＴꎬ

Ｒｋ＋１ ＝ ｐ(１＋ｂ－ｃＮｋｅ
－σＴ)Ｎｋｅ

－２σＴ＋(１－ｐ)ｅ－２(σ＋δ)ＴＲｋꎬ
{ (３)

对于映射(３)的每一个不动点ꎬ系统(２)有一个对应的周期解ꎬ反之亦然. 现在假设映射(３)的不动点是

Ｐ(Ｎ０ꎬＲ０)ꎬ则:
Ｐ１(Ｎ０ꎬＲ０)＝ (０ꎬ０)ꎬ

Ｐ２(Ｎ０ꎬＲ０)＝
１＋ｂ－ｅ２σＴ

ｃｅ－σＴ
ꎬ ｐｅσＴ(１＋ｂ－ｅ２σＴ)
ｃ(１－(１－ｐ)ｅ－２(σ＋δ)Ｔ)

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ

其中不动点 Ｐ１ 和 Ｐ２ 分别对应于系统(１)的平凡解(０ꎬ０ꎬ０)和无病周期 ２Ｔ－解(􀭵Ｓ( ｔ)ꎬ０ꎬ􀭵Ｒ( ｔ)) .
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􀭵Ｓ( ｔ)＝ １
＋ｂ－ｅ２σＴ

ｃｅ－σＴ
ｅ－σ( ｔ－２ｎＴ) －􀭵Ｒ( ｔ)

􀭰Ｉ( ｔ)＝ ０

􀭵Ｒ( ｔ)＝ ｐｅσＴ(１＋ｂ－ｅ２σＴ)
ｃ(１－(１－ｐ)ｅ－２(σ＋δ)Ｔ)

ｅ－(σ＋δ)( ｔ－２ｎＴ)

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ꎬ　 ２ｎＴ<ｔ≤(２ｎ＋１)Ｔꎬ

􀭵Ｓ( ｔ)＝ １
＋ｂ－ｅ２σＴ

ｃｅ－σＴ
ｅ－σ( ｔ－(２ｎ＋１)Ｔ) －􀭵Ｒ( ｔ)

􀭰Ｉ( ｔ)＝ ０

􀭵Ｒ( ｔ)＝ ｐｅσＴ(１＋ｂ－ｅ２σＴ)
ｃ(１－(１－ｐ)ｅ－２(σ＋δ)Ｔ)

ｅ－(σ＋δ)( ｔ－(２ｎ＋１)Ｔ)

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ꎬ　 (２ｎ＋１)Ｔ<ｔ≤(２ｎ＋２)Ｔ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(４)

记 Ｎ( ｔ)＝ Ｓ( ｔ)＋Ｉ( ｔ)＋Ｒ( ｔ)ꎬ系统(１)变为

Ｎ̇＝ －σＮ

Ｉ̇＝β(Ｎ
－Ｒ－Ｉ) Ｉ
Ｎ

－(γ＋σ) Ｉ

Ｒ̇＝γＩ－(δ＋σ)Ｒ

ü

þ

ý

ï
ïï

ï
ïï

ꎬ　 ｔ≠ｎＴꎬ

ΔＮ＝(ｂ－ｃＮ)Ｎ
ΔＩ＝(ｂ－ｃＮ) Ｉ
ΔＲ＝ ０

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ　 ｔ＝(２ｎ－１)Ｔꎬ

ΔＮ＝ ０
ΔＩ＝ ０
ΔＲ＝ ｐ(Ｎ－Ｒ－Ｉ)

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ　 ｔ＝ ２ｎＴ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

(５)

系统(５)在无病周期解(􀭵Ｓ( ｔ)ꎬ０ꎬＲ( ｔ))处的变分系统对应的矩阵为:

Ａ( ｔ)＝

－σ ０ ０

０ β􀭵Ｓ( ｔ)
􀭺Ｎ( ｔ)

－(γ＋σ) ０

０ γ －(δ＋σ)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

Ｂ１ ＝
ｂ－２ｃ􀭺Ｎ(Ｔ) ０ ０
０ ｂ－ｃ􀭺Ｎ(Ｔ) ０
０ ０ ０

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
ꎬ　 Ｂ２ ＝

０ ０ ０
０ ０ ０
ｐ －ｐ －ｐ

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
ꎬ

则变分系统的单值矩阵 Ｍ 可表示为:Ｍ＝(Ｅ＋Ｂ２)ｅ∫
２ＴＴ Ａ( ｔ)ｄｔ(Ｅ＋Ｂ１)ｅ∫

Ｔ０Ａ( ｔ)ｄｔꎬ计算得

Ｍ＝
１ ＋ ｂ － ２ｃ􀭺Ｎ(Ｔ)( ) ｅ －２σＴ ０ ０

∗ １ ＋ ｂ － ｃ􀭺Ｎ(Ｔ)( ) ｅβ∫
２Ｔ

０
β􀭵Ｓ( ｔ)
􀭺Ｎ( ｔ)

ｄｔ －２(γ ＋σ)Ｔ ０
∗ ∗ (１ － ｐ)ｅ －２(δ ＋σ)Ｔ

æ

è

ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷÷

.

由 ｜λＥ－Ｍ ｜ ＝ ０解得系统(５)的乘子为:

λ１ ＝(１＋ｂ－２ｃ􀭺Ｎ(Ｔ))ｅ
－２σＴꎬλ２ ＝(１＋ｂ－ｃ􀭺Ｎ(Ｔ))ｅ

β∫２Ｔ０
β􀭵Ｓ( ｔ)
Ｎ( ｔ) ｄｔ －２(γ ＋σ)Ｔ

ꎬλ３ ＝(１－ｐ)ｅ
－２(δ＋σ)Ｔ .

由于 ０<ｐ<１ꎬ得到 ｜λ３ ｜ <１. 根据 Ｆｌｏｑｕｅｔ理论ꎬ故当 ｜λ１ ｜ <１和 ｜λ２ ｜ <１ꎬ系统(１)的无病周期 ２Ｔ－解渐近稳定.

由 ｜λ１ ｜ <１得
１
２Ｔ
ｌｎ １
＋ｂ
３

æ

è
ç

ö

ø
÷ :＝σ３<σ<

１
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ):＝σ１ . 显然 λ２>０ꎬ由 ｜λ２ ｜ <１得

Ｒ１ ＝
β∫２Ｔ
０

β􀭵Ｓ( ｔ)
􀭺Ｎ( ｔ)

ｄｔ ＋ ｌｎ(１ ＋ ｂ － ｃ􀭺Ｎ(Ｔ))

２(γ ＋ σ)Ｔ
<１. (６)

特别是当 β>γ和
２Ｔδ(β－γ)
ｐβ(１－ｅ－δＴ)

>１时ꎬ易推出

—３—
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σ< １
２Ｔ
ｌｎ
ｐｅ－δＴβ(１－ｅ－δＴ)＋２(１－ｐ)Ｔδ(β－γ)ｅ－２δＴ

２Ｔδ(β－γ)－ｐβ(１－ｅ－δＴ)
æ

è
ç

ö

ø
÷ :＝σ２ .

假设 β>γꎬ有 Ｒ１<１当且仅当 σ<σ２ .
综合以上讨论ꎬ现给出以下条件:

β>γꎻ ０<σ３<σ２<σ１<１ꎻ
２Ｔδ(β－γ)
ｐβ(１－ｅ－δＴ)

>１. (７)

在满足条件(７)的情形下ꎬ当 σ∈(σ３ꎬσ２)时ꎬ有 ｜ λ１ ｜ <１ 和 ｜ λ２ ｜ <１ꎬ则系统(１)有一渐近稳定的无病

周期 ２Ｔ－解. 当 σ∈(σ２ꎬσ１)时ꎬ有 ｜λ１ ｜ <１和 ｜λ２ ｜ >１ꎬ则系统(１)存在一个不稳定的无病周期 ２Ｔ－解. 对于

系统(５)的平凡解ꎬ可计算系统(５)在平凡解处的变分系统的 ３ 个乘子为 λ０１ ＝ (１ － ｐ) ｅ
－２(δ＋σ)Ｔꎬλ０２ ＝

(１＋ｂ)ｅ－２σＴ和 λ０３ ＝(１＋ｂ)ｅ
－２(γ＋σ)Ｔ . 同样可得到当 σ∈(σ１ꎬ１]时ꎬ系统(１)的平凡解是渐近稳定的. 综上所

述ꎬ我们得到下面的结论:
定理 １　 假设条件(７)成立ꎬ下面的结论成立:
(１)如果 σ∈(σ１ꎬ１]ꎬ则 λ０１<１ꎬλ０２<１和 λ０３<１ꎬ从而系统(１)的平凡解是渐近稳定的ꎻ
(２)如果 σ∈(σ３ꎬσ２)ꎬ则 ｜λ１ ｜ <１和 ｜λ２ ｜ <１ꎬ从而系统(１)的无病周期 ２Ｔ－解是渐近稳定的ꎻ
(３)如果 σ∈(σ２ꎬσ１)ꎬ则 ｜λ１ ｜ <１和 ｜λ２ ｜ >１ꎬ从而系统(１)存在一个不稳定的无病周期 ２Ｔ－解.

３　 分岔分析

这一部分主要是研究系统(１)的周期解的分岔. 为简便起见ꎬ我们把种群的自然死亡率的相反数 μ ＝ －σ
做为一个参数来研究所建立的模型(１) .
３.１　 跨临界分岔

引理 １[９] 　 设 Ｆμ:Ｒ×Ｒ→Ｒ是 Ｃ２ 的一个单参数族映射且满足:

(１)Ｆ(０ꎬμ)＝ ０ꎬ(２)∂Ｆ
∂ｘ

(０ꎬ０)＝ １ꎬ(３) ∂
２Ｆ
∂ｘ∂μ

(０ꎬ０)>０ꎬ(４)∂
２Ｆ
∂ｘ２

(０ꎬ０)<０.

则映射 Ｆ在 μ＝ ０处发生跨临界分岔.
先讨论系统(１)的平凡解的分岔. 由于 Ｉ( ｔ)＝ ０ꎬ所以我们只须研究系统(５)中 Ｎ( ｔ)和 Ｒ( ｔ) . 令 􀭵μ ＝

μ－μ１ ＝μ＋σ１ ＝μ＋
１
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ)ꎬ则有 μ＝􀭵μ－ １

２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ)ꎬ那么映射(３)就变为

Ｎｋ＋１ ＝Ｎｋｅ
􀭵μＴ－ ｃ

(１＋ｂ)
３
２

Ｎ２ｋｅ２
􀭵μＴꎬ

Ｒｋ＋１ ＝Ｎｋｐｅ
􀭵μＴ＋ ｐｃ

(１＋ｂ)
３
２

Ｎ２ｋｅ２
􀭵μＴ＋１－ｐ
１＋ｂ
Ｒｋｅ(

􀭵μ－２δ)Ｔꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

或者

Ｆ􀭵μ:
ｘ
ｙ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ｜→

ｘｅ􀭵μＴ－ ｃ

(１＋ｂ)
３
２

ｘ２ｅ２􀭵μＴ

ｘｐｅ􀭵μＴ＋ ｐｃ

(１＋ｂ)
３
２

ｘ２ｅ２􀭵μＴ＋１
－ｐ
１＋ｂ
ｙｅ(􀭷μ－２δ)Ｔ

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

ꎬ (８)

映射(８)的一个中心流形可表示为:
Ｗｃ(０)＝ {(ｘꎬｙꎬ􀭵μ)∈Ｒ３ ｜ ｙ＝ｈ(ｘꎬ􀭵μ)ꎬｈ(０ꎬ０)＝ ０ꎬＤｈ(０ꎬ０)＝ ０} .

则限制在此中心流形上的映射为 Ｆ:ｘ ｜→ｘｅ􀭵μＴ－
ｃ

(１＋ｂ)
３
２

ｘ２ｅ２􀭵μＴꎬ从而得到

Ｆ(０ꎬ􀭵μ)＝ ０ꎬ∂Ｆ
∂ｘ

(０ꎬ０)＝ ｅ􀭵μＴ－ ２ｃ

(１＋ｂ)
３
２

ｘｅ２􀭵μＴ ｜ (０ꎬ０)＝ １ꎬ

∂２Ｆ

∂ｘ∂􀭵μ
(０ꎬ０)＝ Ｔｅ􀭵μＴ－ ４ｃＴ

(１＋ｂ)
３
２

ｘｅ２􀭵μＴ ｜ (０ꎬ０)＝ Ｔ>０ꎬ
∂２Ｆ
∂ｘ２

(０ꎬ０)＝ － ２ｃ

(１＋ｂ)
３
２

ｅ２􀭵μＴ ｜ (０ꎬ０) <０.

—４—
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根据引理 １ꎬ我们得到系统(５)在 μ＝μ１ ＝ －σ１ ＝
１
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ)时发生跨临界分岔ꎬ由平凡解分岔出周期 ２Ｔ－解.

然而由定理 １ꎬ在 σ∈(σ２ꎬσ１)时ꎬ系统(５)存在不稳定的无病周期 ２Ｔ－解. 故可得到由平凡解分岔出的周

期解是地方病周期 ２Ｔ－解.
由此得到如下的结论:

定理 ２　 映射(３)在 μ＝μ１ ＝ －σ１ ＝
１
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ)时发生跨临界分岔. 因此ꎬ在 μ ＝μ１ ＝ －σ１ ＝

１
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ)时ꎬ

系统(５)的地方病周期 ２Ｔ－解经跨临界分岔由平凡解分岔出来.
注　 综合定理 １和定理 ２可知道ꎬ在 μ ＝μ２ ＝ －σ２ 的两侧ꎬ左侧存在一个稳定的地方病周期 ２Ｔ－解ꎬ右

侧存在一稳定的无病周期 ２Ｔ－解ꎬ且两侧解的形式互不相同ꎬ由此可得到 μ＝μ２ ＝ －σ２ 是系统(５)的一个分

岔点.
３.２　 Ｆｌｉｐ 分岔

根据定理 １ꎬ当 σ∈(σ３ꎬσ２)时ꎬ系统(５)有一个稳定的无病周期 ２Ｔ－解(Ｎ( ｔ)ꎬ０ꎬＲ( ｔ)) . 在本节ꎬ我们

将讨论系统(５)的无病周期 ２Ｔ－解的 ｆｌｉｐ分岔.
假设初始点 Ａ０ (Ｎ０ꎬＲ０ ) 的无病周期 ２Ｔ －解 (Ｎ ( ｔ)ꎬＲ ( ｔ))ꎬ从点 Ａ０ 出发ꎬ交庞加莱截面 Ｓ０ ＝

(ＮꎬＲ) ｜Ｒ＝Ｒ０{ }于点 Ｂ１(Ｎ(２Ｔ)ꎬＲ(２Ｔ))ꎬ然后在脉冲作用下跳到 Ａ０ꎬ因此有

Ｎ０ ＝Ｎ(２Ｔ)＝ (１＋ｂ－ｃＮ０ｅ
－σＴ)Ｎ０ｅ

－２σＴꎬ

Ｒ０ ＝Ｒ(２Ｔ)＝ (１－ｐ)Ｒ０ｅ
－２(σ＋δ)Ｔ＋ｐ(１＋ｂ－ｃＮ０ｅ

－σＴ)Ｎ０ｅ
－２σＴꎬ{

由上式得出 Ｎ０ ＝
１＋ｂ－ｅ２σＴ

ｃ
ｅσＴ和 Ｒ０ ＝

ｐ(１＋ｂ－ｅ２σＴ)ｅσＴ

ｃ(１－(１－ｐ)ｅ－２(σ＋δ)Ｔ)
.

考虑另一个初始点 Ａｋ ＝ (Ｎ０ ＋ｘｋꎬＲ０)的解(Ｎ１( ｔ)ꎬＲ１( ｔ))ꎬ从点 Ａｋ 出发ꎬ交庞加莱截面于点 Ｂｋ ＝
(Ｎ１(２Ｔ)ꎬＲ１(２Ｔ))ꎬ然后在两类脉冲作用下跳到点 Ａｋ＋１ ＝ (Ｎ０ ＋ｘｋ＋１ꎬＲ０) . 则 Ｎ０ ＋ｘｋ＋１ ＝ (１＋ｂ－ｃＮ１(Ｔ)) ×
Ｎ１(Ｔ)ｅ

－σＴꎬ其中 Ｎ１(Ｔ)＝ (Ｎ０＋ｘｋ)ｅ
－σＴ .

令 ｘ( ｔ)＝ Ｎ１( ｔ)－Ｎ( ｔ)ꎬ则有 ｘ(０)＝ Ｎ１(０)－Ｎ(０)＝ ｘｋ . 当 ０<ｔ≤２Ｔ时ꎬ考虑到 ｘ̇( ｔ)＝ Ｎ̇１－Ｎ̇＝ －σｘ( ｔ)ꎬ从
而得到 ｘ( ｔ)＝ ｅ－σｔｘｋ 和 ｘ(Ｔ)＝ ｅ

－σＴｘｋ . 于是有如下的庞加莱映射:
ｘｋ ＋ １ ＝ ｍ１(Ｔ)ｘｋ＋ ｍ２(Ｔ)ｘ２ｋꎬ (９)

其中 ｍ１(Ｔ)＝ ２－(１＋ｂ)ｅ２μＴꎬｍ２(Ｔ)＝ －ｃｅ
－３σＴ ＝ －ｃｅ－３μＴ . 易得映射(９)的不动点 ０ 对应于系统(５)的无病周期

４Ｔ－解ꎬ相应于不动点的特征多项式为 λ－(２－(１＋ｂ)ｅ２μＴ)ꎬ则特征值为 λ４ ＝ ２－(１＋ｂ)ｅ２μＴꎬ如果－１<λ４<１ꎬ则
映射(９)的不动点是渐近稳定的ꎬ且有

－ １
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ):＝μ１ ＝ －σ１<μ<－

１
２Ｔ
ｌｎ １
＋ｂ
３

:＝μ３ ＝ －σ３ .

若 μ＝μ３ꎬ则映射(９)的不动点 ０的特征值是 λ３ ＝ －１ꎬ且特征值－１ 与 ｆｌｉｐ 分岔有关. 因此(０ꎬμ３)可能是映

射(９)中的一个 ｆｌｉｐ分岔点. 利用映射(９)和文献[１０]中引理 ４.３.１ꎬ讨论系统(５)的无病周期 ２Ｔ－解的 ｆｌｉｐ
分岔.

定理 ３　 当 μ＝μ３ ＝ －σ３ 时ꎬ系统(５)的周期解发生 ｆｌｉｐ分岔ꎬ存在某个 εꎬ使得当 μ∈(μ３ꎬμ３＋ε)时ꎬ系
统(５)的无病周期 ４Ｔ－解是稳定的.

证明　 由于 μ＝μ３ꎬ映射(９)的不动点 ０的特征值是 λ３ ＝ －１ꎬ令􀭹μ＝μ－μ３ꎬ则映射(９)可以写成:

Ｆ􀭹μ:ｘ ｜→(２－３ｅ２􀭹μＴ)ｘ－ ２７ ｃ

(１＋ｂ)
３
２

ｘ２ｅ３􀭹μＴ .

则在点(ｘ０ꎬ􀭹μ)＝ (０ꎬ０)ꎬ有
∂Ｆ􀭹μ

∂􀭹μ

∂２Ｆ􀭹μ

∂ｘ２
＋２
∂２Ｆ􀭹μ

∂ｘ∂􀭹μ
＝ －１２Ｔ≠０ꎬ　 􀭵ａ＝ １

２
∂２Ｆ􀭹μ
∂ｘ２

æ

è
ç

ö

ø
÷

２

＋ １
３
∂３Ｆ􀭹μ
∂ｘ３

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

５４ｃ２

(１＋ｂ) ３
>０.

根据文献[１０]中引理 ４.３.１ꎬ系统(５)发生了 ｆｌｉｐ分岔ꎬ即在 􀭹μ ＝ ０ 也就是 μ ＝ μ３ ＝ －σ３ ＝
１
２Ｔ
ｌｎ(１＋ｂ)时ꎬ由无

—５—
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病周期 ２Ｔ－解分岔出无病周期 ４Ｔ－解. 因为􀭵ａ>０ꎬ所以无病周期 ４Ｔ－解是稳定的. 也就意味着对于某个 ε>
０ꎬ当 μ∈(μ３ꎬμ３＋ε)时ꎬ系统(５)有一个稳定的无病周期 ４Ｔ－解. 即定理得证.

４　 数值模拟

现考虑下面的例子:

Ｓ̇＝ －０.６ＳＩ
Ｎ
－σＳ＋０.４Ｒ

Ｉ̇＝ ０.６ＳＩ
Ｎ
－(０.４＋σ) Ｉ

Ｒ̇＝ ０.４Ｉ－(０.４＋σ)Ｒ

ü

þ

ý

ï
ï
ï

ï
ï
ï

ꎬ　 ｔ≠ｎꎬ

ΔＳ＝(２.５－０.２Ｎ)(Ｓ＋Ｒ)
ΔＩ＝(２.５－０.２Ｎ) Ｉ
ΔＲ＝ ０

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ　 ｔ＝ ２ｎ－１ꎬ

ΔＳ＝ －０.６Ｓ
ΔＩ＝ ０
ΔＲ＝ ０.６Ｓ

ü

þ

ý

ïï

ïï

ꎬ　 ｔ＝ ２ｎ.

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï
ï
ïï

(１０)

可计算得 μ１ ＝ －σ１≈－０.６２６ ４ꎬμ２ ＝ －σ２≈－０.３６２ ２和 μ３ ＝ －σ３≈－０.０７７ １. 并且满足 β>γꎬμ１<μ２<μ３ 和 σ３<
σ２<σ１ . 图 １清楚地表明系统(１０)关于 μ(－σ)的周期解的稳定性和这些周期解的分岔点. 当 μ＝ －σ＝ －０.７
时ꎬ图 ２(ａ)是系统(１０)的平凡解的时间序列图ꎬ它意味着种群最终会灭亡ꎻ当 μ 由小到大经过临界值 μ１
时ꎬ平凡解不再稳定ꎬ将会发生跨临界分岔ꎬ即从平凡解处分岔出地方病周期 ２Ｔ－解ꎬ见图 ２(ｂ)ꎻ当 μ＝μ２ ＝
－σ２时ꎬ系统(１０)的地方病周期 ２Ｔ－解发生分岔ꎻ当 μ从 μ２ 的左边变化时ꎬ从系统(１０)的地方病周期 ２Ｔ－
解处分岔出稳定的无病周期 ２Ｔ－解ꎬ见图 ２(ｂ)和图 ２(ｃ)ꎻ系统(１０)的无病周期 ２Ｔ－解的 ｆｌｉｐ 分岔发生在

μ＝μ３ ＝ －σ３ꎬ分岔出稳定的无病周期 ４Ｔ－解ꎬ如图 ２(ｃ)和图 ２(ｄ) .

图 １　 当 ｐ＝０.６ 和 μ∈[－１ꎬ０]时ꎬ系统(１０)的变量(ａ)Ｉ和(ｂ)Ｒ 的分岔图

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｒｉａｂｌｅｓ(ａ)Ｉ ａｎｄ(ｂ)Ｒ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ(１０)ｖｅｒｓｕｓ μ∈[－１ꎬ０]ꎬｆｏｒ ｐ＝０.６

５　 生物学解释和结语

５.１　 生物学解释

从定理 ２中看出ꎬ在条件(７)成立的情况下ꎬ当 σ∈(σ１ꎬ１]时ꎬ系统(１)的平凡解是渐近稳定的ꎬ而种

群最终会灭亡. 如果 σ∈(σ３ꎬσ２)ꎬ系统(１)就有一稳定的无病周期 ２Ｔ－解ꎬ而种群会趋于稳定ꎬ疾病就会

消失ꎻ而对某个充分小 ε>０ꎬ当 σ∈(σ２ꎬσ２＋ε)时ꎬ疾病将会在种群中流行. 此外ꎬ当 μ ＝ －σ 从大到小变化

且经过临界值 μ２ ＝ －σ２ 时ꎬ系统(１)的无病周期 ２Ｔ－解不再稳定ꎬ将会发生分岔ꎬ种群的易感者、感染者和

移出者都会在系统(１)中反映出来ꎬ他们可能会共存且在地方病周期 ２Ｔ－解附近振动.

—６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉



蒋贵荣ꎬ等:具有标准发生率和脉冲干扰的 ＳＩＲＳ传染病模型分岔分析

图 ２　 (ａ)当 μ＝－０.７和初始点为(０.４ꎬ０.２ꎬ０.２)时ꎬ系统(１０)中 ＳꎬＩ和 Ｒ的时间序列图ꎬ(ｂ)当 μ＝－０.５时ꎬ系统(１０)的稳定的地方病周期 ２Ｔ－解
和不稳定的无病周期 ２Ｔ－解ꎬ(ｃ)当 μ＝－０.１时ꎬ系统(１０)的稳定的无病周期 ２Ｔ－解ꎻ(ｄ)当 μ＝－０.０７５时ꎬ系统(１０)的稳定的无病周期 ４Ｔ－解
Ｆｉｇ􀆰 ２　 (ａ)Ｔｉｍｅ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ＳꎬＩ ａｎｄ Ｒ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ(１０)ｗｉｔｈ μ ＝－０.７ ａｎｄ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｐｏｉｎｔ(０.４ꎬ０.２ꎬ０.２)ꎬ(ｂ) ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｅｐｉｄｅｍｉｃ ｐｅｒｉｏｄ￣２Ｔ

ｓｏｌｕｔｉｏｎ ａｎｄ ｕｎｓｔａｂｌｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ￣ｆｒｅｅ ｐｅｒｉｏｄ￣２Ｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ(１０)ｗｉｔｈ μ ＝－０.５ꎬ(ｃ) ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ￣ｆｒｅｅ ｐｅｒｉｏｄ￣２Ｔ
ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ(１０)ｗｉｔｈ μ ＝－０.１ꎬ(ｄ) ｔｈｅ ｓｔａｂｌｅ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ￣ｆｒｅｅ ｐｅｒｉｏｄ￣４Ｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ(１０)ｗｉｔｈ μ ＝－０.０７５

５.２　 结语

本文研究了系统(１)的平凡解和无病周期 ２Ｔ－解的局部稳定性. 运用分岔理论ꎬ验证了周期解的分

岔ꎬ包含跨临界分岔和 ｆｌｉｐ分岔. 第 ３节的结论中说明了:当 μ＝ －σ由小到大变化时ꎬ经 μ ＝ －σ１ꎬ地方病周

期 ２Ｔ－解通过跨临界分岔由平凡解分岔出来ꎻ经 μ ＝ －σ２ꎬ无病周期 ２Ｔ－解从地方病周期 ２Ｔ－解中分岔出

来ꎻ经 μ＝ －σ３ꎬ无病周期 ４Ｔ－解通过 ｆｌｉｐ分岔由无病周期 ２Ｔ－解分岔出来. 数值模拟也验证了结论的正确

性. 在 μ＝ －σ２ 时ꎬ由地方病周期 ２Ｔ－解到无病周期 ２Ｔ－解可能会发生超临界分岔ꎬ至于是否发生超临界分

岔还有待解决.
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