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泊松方程的傅里叶拟谱方法

吕忠全１ꎬ２ꎬ３ꎬ龚跃政３

(１.南京航空航天大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１００１６)
(２.南京林业大学理学院ꎬ江苏 南京 ２１００３７)

(３.“大规模复杂系统数值模拟”江苏省重点实验室ꎬ南京师范大学数学科学学院ꎬ江苏 南京 ２１００２３)

[摘要] 　 本文基于二阶傅里叶拟谱微分矩阵来近似二阶导数ꎬ得到一个泊松方程的全离散傅里叶拟谱格式. 运
用 ＦＦＴ理论分析了该数值格式ꎬ推导了快速方法ꎬ最后进行了数值试验. 数值试验显示数值方法求解速度快、方
便实施ꎬ且高精度ꎬ说明该数值方法为泊松方程的研究提供了一个有效的新工具.
[关键词] 　 Ｆｏｕｒｉｅｒ拟谱ꎬ泊松方程ꎬＦＦＴ
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—８—





Ｌｖ Ｚｈｏｎｇｑｕａｎꎬｅｔ ａｌ:Ａ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

ｑｕａｔｉｏｎｓꎬｂｙ ｉｎｔｒｏｄｕｃｉｎｇ ａ ｇｒｉｄ ａｎｄ ｅｍｐｌｏｙｉｎｇ ｆａｓｔ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｂｙ Ｉｄａ Ｍ Ｂ Ｎｉｅｌｓｅｎ[４] .
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ＩＮｕ(ｘꎬｙ)＝ ∑
Ｎ－１

ｌ ＝ ０
∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
ｕｌｋｇｋ(ｘ)ｇｌ(ｙ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｕｌｋ ＝ｕ(ｘｋꎬｙｌ)ꎬｇｋ(ｘｉ)＝ δｉｋꎬｇｌ(ｙ ｊ)＝ δ ｊｌꎬｘｉ ＝
Ｌｘ
Ｎ
ｉꎬｙ ｊ ＝

Ｌｙ
Ｎ
ｊꎬｉꎬｊ ＝ ０ꎬ１ꎬ２ꎬꎬＮ－１. Ｈｅｒｅ Ｎ ｉｓ ａｎ ｅｖｅｎ ｎｕｍｂｅｒꎬ

ＬｘꎬＬｙ ａｒｅ ｔｈｅ ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ｐｅｒｉｏｄｓ. ｇｋ(ｘ) ａｎｄ ｇｌ(ｙ) ａｒｅ ｔｒｉｇｏｎｏｍｅｔｒｉｃ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ ａｎｄ ｇｉｖｅｎ ｅｘｐｌｉｃｉｔｌｙ ｂｙ

ｇｋ(ｘ)＝
１
Ｎ ∑

Ｎ/ ２

ｎ ＝ －Ｎ / ２

１
ｃｎ
ｅｉｎμ１(ｘ－ｘｋ)ꎬ

ｇｌ(ｙ)＝
１
Ｎ ∑

Ｎ/ ２

ｎ ＝ －Ｎ / ２

１
ｃｎ
ｅｉｎμ２(ｙ－ｙｌ)ꎬ

ｗｈｅｒｅ ｃｎ ＝ １ ｜ ｎ ｜≠
Ｎ
２

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬｃ－Ｎ２ ＝ ｃ Ｎ２ ＝ ２ꎬμ１ ＝

２π
Ｌｘ

ꎬμ２ ＝
２π
Ｌｙ
.

Ｔｈｅ ｄｅｒｉｖａｔｉｖｅ ∂ｋＩＮｕ(ｘꎬｙ) / ∂ｘｋ ａｔ ｔｈｅ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓ ｘｉ ｉｎ ｔｅｒｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｖａｌｕｅｓ ｕｉꎬｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｉｎｇ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ
ａｔ ｔｈｅ ｐｏｉｎｔｓ ｘｉ ｉｓ:

∂ｋＩＮｕ(ｘｉꎬｙ ｊ)
∂ｘｋ

＝∑
Ｎ－１

ｍ ＝ ０
ｕ ｊｍ
ｄｋｇｍ(ｘｉ)
ｄｘｋ

＝(ＤｋＵ) ｉꎬｊꎬ

ｗｈｅｒｅ Ｄｋ ｉｓ ａｎ Ｎ×Ｎ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

(Ｄｋ) ｉꎬｍ ＝
ｄｋｇｍ(ｘｉ)
ｄｘｋ

ａｎｄ

Ｕ＝

ｕ００ ｕ１０  ｕＮ－１０
ｕ０１ ｕ１１  ｕＮ－１１
⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ｕ０Ｎ－１ ｕ１Ｎ－１  ｕＮ－１Ｎ－１

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷

.

Ｉｎ ｔｈｅ ｓａｍｅ ｗａｙꎬｗｅ ｃａｎ ｅａｓｉｌｙ ｃｏｎｃｌｕｄｅ
∂ｋＩＮｕ(ｘｉꎬｙ ｊ)

∂ｙｋ
＝∑
Ｎ－１

ｎ ＝ ０
ｕｎｉ
ｄｋｇｎ(ｙ ｊ)
ｄｙｋ

＝(ＵＤＴｋ ) ｉꎬｊꎬ

ｗｈｅｒｅ Ｄｋ ｉｓ ａｎ Ｎ×Ｎ ｍａｔｒｉｘ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ

(Ｄｋ) ｊꎬｎ ＝
ｄｋｇｎ(ｙ ｊ)
ｄｙｋ

.
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Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｔｉｏｎ ｍａｔｒｉｘ Ｄ２ꎬｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａ￣
ｔｉｏｎ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ (１) ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ

Ｄ２Ｕ＋ＵＤＴ２ ＝Ｆꎬ (３)

ｈｅｒｅ Ｆ＝

ｆ(ｘ０ꎬｙ０) ｆ(ｘ０ꎬｙ１)  ｆ(ｘ０ꎬｙＮ－１)
ｆ(ｘ１ꎬｙ０) ｆ(ｘ１ꎬｙ１)  ｆ(ｘ１ꎬｙＮ－１)

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
ｆ(ｘＮ－１ꎬｙ０) ｆ(ｘＮ－１ꎬｙ１)  ｆ(ｘＮ－１ꎬｙＮ－１)

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

.

２　 Ｄｅｒｉｖａｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ Ｆａｓｔ Ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ
Ｗｅ ｆｉｒｓｔ ｉｎｔｒｏｄｕｃｅ ａ ｓｅｒｉｅｓ ｏｆ ｕｓｅｆｕｌ ｌｅｍｍａｓ.
Ｌｅｍｍａ １[５] 　 Ｌｅｔ Ａ∈Ｃｎ×ｎꎬＢ∈Ｃｎ×ｎ ａｎｄ Ｄ∈Ｃｎ×ｎꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｅｑｕａｔｉｏｎ

ＡＸ＋ＸＢ＝Ｄ
ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｖｅｃｔｏｒ ｆｏｒｍ

ＱＹ＝Ｄꎬ
ｗｈｅｒｅ

Ｑ＝ Ｉｎ⊗Ａ＋ＢＴ⊗Ｉｎꎬ
Ｙ＝(ｘ１１ꎬｘ２１ꎬꎬｘｎ１ꎬｘ１２ꎬｘ２２ꎬꎬｘｎ２ꎬꎬｘ１ｎꎬｘ２ｎꎬꎬｘｎｎ)ꎬ
Ｄ＝(ｄ１１ꎬｄ２１ꎬꎬｄｎ１ꎬｄ１２ꎬｄ２２ꎬꎬｄｎ２ꎬꎬｄ１ｎꎬｄ２ｎꎬꎬｄｎｎ) .

Ｌｅｍｍａ ２[６] 　 Ｌｅｔ

ｍｌ ＝
ｉｌμꎬ ｌ＝ ０ꎬ１ꎬꎬＮ

２
ꎬ

ｉ( ｌ－Ｎ)μꎬ ｌ＝ Ｎ
２
＋１ꎬꎬＮ－１ꎬ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

ａｎｄ Ｍ＝ｄｉａｇ(ｍ０ꎬｍ１ꎬꎬｍＮ－１) .
Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ

Ａｋ ＝Ｆ ＨＭｋＦ ꎬ
ｗｈｅｒｅ Ｆ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ.

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｌｅｍｍａ １ꎬｔｈｅ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎ (３) ｃａｎ ａｌｓｏ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ ａ ｓｔａｎｄａｒｄ ｌｉｎｅａｒ ｓｙｓｔｅｍꎬ
(Ｉ⊗Ｄ２＋Ｄ２⊗Ｉ)ｕ＝ ｆꎬ (４)

ｗｈｅｒｅ
ｕ＝(ｕ００ꎬｕ０１ꎬꎬｕ０Ｎ－１ꎬｕ１０ꎬｕ１１ꎬꎬｕ１Ｎ－１ꎬꎬｕＮ－１０ ꎬｕＮ－１１ ꎬꎬｕＮ－１Ｎ－１)ꎬ

ｆ＝( ｆ００ꎬｆ０１ꎬꎬｆ０Ｎ－１ꎬｆ１０ꎬｆ１１ꎬꎬｆ１Ｎ－１ꎬꎬｆＮ－１０ ꎬｆＮ－１１ ꎬꎬｆＮ－１Ｎ－１) .
Ｓｉｎｃｅ Ｄ２ ｉｓ ａ ｆｕｌｌ ｍａｔｒｉｘꎬａ ｎａｉｖｅ ａｐｐｒｏａｃｈ ｕｓｉｎｇ Ｇａｕｓｓ ｅｌｉｍｉｎａｔｉｏｎ ｆｏｒ Ｅｑ.(４) ｗｏｕｌｄ ｃｏｓｔ Ｏ(Ｎ６) ｏｐｅｒａ￣

ｔｉｏｎｓ. Ｈｏｗｅｖｅｒꎬｔｈｉｓ ｃｏｓｔ ｃａｎ ｂｅ ｓｉｇｎｉｆｉｃａｎｔｌｙ ｒｅｄｕｃｅｄ ｂｙ ｕｓｉｎｇ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｖｅｒｓｉｏｎ ｏｆ “ ｓｅｐａｒａｔｉｏｎ ｏｆ ｖａｒｉａｂｌｅｓ”—
ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｅｃｏｍｐｏｓｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ[７]ꎬｋｎｏｗｎ ａｓ ｔｈｅ ｍａｔｒｉｘ ｄｉａｇｏｎａｌｉｚａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｉｎ ｔｈｅ ｆｉｅｌｄ ｏｆ ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈ￣
ｏｄｓ[８ꎬ９] .

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ Ｌｅｍｍａ ２ꎬｗｅ ｈａｖｅ
Ｄ２ ＝Ｆ ＨＭ２Ｆ ꎬ

ｔｈｅｎ
Ｍ２ ＝Ｆ Ｄ２Ｆ Ｈꎬ

ｗｈｅｒｅ Ｆ ｉｓ ｄｉｓｃｒｅｔｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｗｉｔｈ ｅｌｅｍｅｎｔｓ Ｆ ｊꎬｎ ＝
１
Ｎ
Ｗ－ｊｎＮ ꎬａｎｄ Ｍ２ ｉｓ ａ ｄｉａｇｏｎａｌ ｍａｔｒｉｘ.

Ｍｕｌｔｉｐｌｙｉｎｇ Ｅｑ.(３) ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｌｅｆｔ ｂｙ Ｆ ａｎｄ ｆｒｏｍ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｂｙ Ｆ Ｈꎬｗｅ ｆｉｎｄ ｔｈａｔ
(Ｆ Ｄ２Ｆ Ｈ)(Ｆ ＵＦ Ｈ)＋(Ｆ ＵＦ Ｈ)(Ｆ ＤＴ２Ｆ Ｈ)＝ Ｆ ＦＦ Ｈ . (５)

—０１—





Ｌｖ Ｚｈｏｎｇｑｕａｎꎬｅｔ ａｌ:Ａ Ｆｏｕｒｉｅｒ Ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ Ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ Ｅｑｕａｔｉｏｎ

Ｌｅｔ Ｕ＝Ｆ ＵＦ Ｈ ａｎｄ Ｆ＝Ｆ ＦＦ Ｈꎬｔｈｅｎ Ｅｑ.(５) ｂｅｃｏｍｅｓ
Ｍ２
Ｕ＋ＵＭＴ

２ ＝Ｆꎬ (６)
ｗｈｅｒｅ ｇｉｖｅｓ

Ｕｉꎬｊ ＝
Ｆｉꎬｊ

(Ｍ２) ｉｉ＋(Ｍ２) ｊｊ
ꎬ１≤ｉꎬ ｊ≤Ｎ－１. (７)

Ｆｉｇ １　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｅｒｒｏｒｓ

３　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ
Ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓꎬｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ

∂２ｕ
∂ｘ２
＋∂
２ｕ
∂ｙ２
＝ｓｉｎ(ｘ)ｓｉｎ(ｙ)ꎬ (８)

ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ ｕ(０ꎬｙ)＝ ｕ(２πꎬｙ)＝ ０ꎬｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ(ｘꎬ２π)＝ ０.
Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ ａｎａｌｙｓｉｓꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｉ.ｅ.ꎬ

∑
Ｎ－１

ｋ ＝ ０
(Ｄ２) ｉｋｕ ｊｋ＋∑

Ｎ－１

ｌ ＝ ０
(Ｄ２) ｊｌｕｌｉ ＝ｓｉｎ(ｘｉ)ｓｉｎ(ｙ ｊ) . (９)

Ｗｅ ｔａｋｅ Ｎ＝ １２８ꎬ２５６ ａｎｄ １ ０２４ ｆｏｒ ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ (６)ꎬｔｈｅｎ ｗｅ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｅｒｒｏｒｓ
ｓｈｏｗｎ ｉｎ Ｆｉｇ １ꎬｔｈｅ ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｉｎ Ｆｉｇ ２.
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Ｗｅ ｃｏｎｓｉｄｅｒ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｐｒｏｂｌｅｍ ｉｓ ｆａｓｔ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ. Ｔａｂｌｅ １ ｓｈｏｗｓ ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｎ. Ｔａｂｌｅ １ ｃｌｅａｒｌｙ ｉｎｄｉｃａｔｅｓ ｔｈａｔ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ (６) ｎｏｔ ｏｎｌｙ ｃａｎ
ｔａｋｅ ｌａｒｇｅ ｎｕｍｂｅｒ ｆｏｒ ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ ｐｏｉｎｔｓꎬｂｕｔ ａｌｓｏ ｈａｓ ｖｅｒｙ ｆａｓｔ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ.

Ｆｉｇ ２　 Ｅｘａｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

Ｔａｂｌｅ １　 ＣＰＵ ｔｉｍｅ ｏｆ ｔｈｅ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ
ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｗｉｔｈ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ Ｎ

Ｎ ＣＰＵ(ｓ) ｆｏｒ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (６) ＣＰＵ(ｓ) ｆｏｒ ｔｒａｄｉｔｉｏｎａｌ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ (４)

３２ ０.００３ ０ ０.５２３ ０

６４ ０.００６ ０ １８.５３４ ０

１２８ ０.０３２ ０ Ｏｕｔ ｏｆ ｍｅｍｏｒｙ

２５６ ０.１７５ ０

５１２ １.９０８ ０

１ ０２４ １７.２６７ ０

４　 Ｃｏｎｃｌｕｓｉｏｎｓ
Ｔｈｅ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｐｒｏｖｉｄｅｓ ａ ｆａｓｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｆｏｒ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎꎬｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

ｒｅｓｕｌｔｓ ｓｈｏｗ ｉｔｓ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙ. Ｂｙ ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ＦＦＴ ａｌｇｏｒｉｔｈｍꎬｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ ｔｈｅ ｎｅｗ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ
ｖｅｒｙ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅ ｆｏｒ ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ ｓｐｅｅｄ ａｎｄ ｅａｓｙ ｔｏ ｐｒａｃｔｉｃｅꎬａｎｄ ｉｔ ｈａｓ ｔｈｅ ｈｉｇｈ ａｃｃｕｒａｃｙꎬｔｈｅｒｅｆｏｒｅꎬｉｔ ｗｉｌｌ ｂｅ ａ ｇｏｏｄ
ｃｈｏｉｃｅ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ ｔｈｅ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ.

[参考文献]

[１] 　 Ｓｕｎ ＬꎬＭａ Ｄ ＪꎬＱｉｎ Ｆ Ｈꎬｅｔ ａｌ. Ａ ｔｗｏ￣ｓｔｅｐ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ￣ｃｏｒｒｅｃｔｉｖｅ ｓｃｈｅｍｅ ｆｏｒ ２Ｄ ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｍｅｃｈａｎｉｃｓ ｉｎ Ｅｎｇｉｎｅｅｒ￣
ｉｎｇꎬ２０１０ꎬ３２(１):３７－４０.

[２] Ｍａ Ｊ ＦꎬＳｈｅｎ Ｘ ＲꎬＺｈａｎｇ Ｂ Ｚꎬｅｔ ａｌ. Ａ ｎｅｗ ｐｓｅｕｄｏ￣ｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｉｎ ｐｏｌａｒ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ[Ｊ] .
Ａｃｔａ Ａｅｒｏｄｙｎａｍｉｃａ Ｓｉｎｉｃａꎬ２００６ꎬ２４(２):２４３－２４５.

[３] Ｌｖ Ｚ ＱꎬＷａｎｇ Ｙ Ｓ. Ａ ｍｕｌｔｉ￣ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｐｏｉｓｓｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｎａｎｊｉｎｇ Ｎｏｒｍａｌ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ:
Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎꎬ２０１１ꎬ３４(４):９－１２.

[４] Ｉｄａ Ｍ Ｂ ＮｉｅｌｓｅｎꎬＣｕｒｔｉｓ Ｌ Ｊａｎｓｓｅｎ. Ａ ｎｏｖｅｌ ｐｓｅｕｄｏ￣ｓｐｅｃｔｒａｌ Ｆｏｕｒｉｅｒ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｓｏｌｖｉｎｇ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ ｓｏｌｕｔｅ ｉｎ ａ
ｎｏｎ￣ｕｎｉｆｏｒｍ ｄｉｅｌｅｃｔｒｉｃ[Ｊ] . Ｃｏｍｐｕｔｅｒ Ｐｈｙｓｉｃｓ Ｃｏｍｍｕｎｉｃａｔｉｏｎｓꎬ２００１ꎬ１３６:２９－３６.

[５] Ｙｏｕ Ｘ Ｈ. Ｔｈｅ ｅｘｐｌｉｃｉｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｔｏ ｅｑｕａｔｉｏｎ ＡＸ＋ＸＢ＝Ｃ ｉｎ ｍａｔｒｉｃｅｓ[Ｊ] . Ｃｈｉｎ Ｑｕａｒｔ Ｊ Ｍａｔｈꎬ２００９ꎬ２４(４):５１６－５２４.
[６] Ｇｏｎｇ Ｙ ＺꎬＣａｉ Ｊ ＸꎬＷａｎｇ Ｙ Ｓ. Ｍｕｌｔｉ￣ｓｙｍｐｌｅｃｔｉｃ ｆｏｕｒｉｅｒ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｔｈｅ ｋａｗａｈａｒａ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ] . Ｃｏｍｍｕｎ Ｃｏｍ￣

ｐｕｔ Ｐｈｙｓꎬ２０１４ꎬ１６(１):３５－５５.
[７] Ｌｙｎｃｈ Ｒ ＥꎬＲｉｃｅ Ｊ ＲꎬＴｈｏｍａｓ Ｄ Ｈ. Ｄｉｒｅｃｔ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒｔｉａｌ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｑｕａｔｉｏｎｓ ｂｙ ｔｅｎｓｏｒ ｐｒｏｄｕｃｔ ｍｅｔｈｏｄｓ[ Ｊ] . Ｎｕｍｅｒ

Ｍａｔｈꎬ１９６４ꎬ６:１８５－１９９.
[８] Ｈａｉｄｖｏｇｅｌ Ｄ ＢꎬＺａｎｇ Ｔ Ａ. Ｔｈｅ ａｃｃｕｒａｔｅ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｐｏｉｓｓｏｎ’ｓ ｅｑｕａｔｉｏｎ ｂｙ ｅｘｐａｎｓｉｏｎ ｉｎ Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌｓ[Ｊ] . Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ

Ｐｈｙｓꎬ１９７９ꎬ３０:１６７－１８０.
[９] Ｈａｌｄｅｎｗａｎｇ ＰꎬＬａｂｒｏｓｓｅ ＧꎬＡｂｂｏｕｄｉ Ｓꎬｅｔ ａｌ. Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ ３￣ｄ ｓｐｅｃｔｒａｌ ａｎｄ ２￣ｄ ｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｓｏｌｖｅｒｓ ｆｏｒ ｔｈｅ ｈｅｌｍｈｏｌｔｚ ｅｑｕａｔｉｏｎ[Ｊ].

Ｊ Ｃｏｍｐｕｔ Ｐｈｙｓꎬ１９８４ꎬ５５:１１５－１２８.

[责任编辑:丁　 蓉]

—２１—




