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Ｖｏｌ ３８ Ｎｏ １
Ｍａｒꎬ２０１５

　 Ｒｅｃｅｉｖｅｄ ｄａｔａ:２０１４－０５－２９.
　 Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｉｔｅｍ:Ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｂｙ ｔｈｅ Ｎａｔｉｏｎａｌ Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｃｈｉｎａ(１０７４７００３)ａｎｄ ｔｈｅ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｆｏｕｎｄａｔｉｏｎ ｏｆ Ｋａｓｈｉ Ｔｅａｃｈｅｒｓ Ｃｏｌｌｅｇｅ

(１４２４９８) .
　 Ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ ａｕｔｈｏｒ:Ｗａｎｇ Ｆｅｎｇｘｉａｏꎬｐｒｏｆｅｓｓｏｒꎬｍａｊｏｒｅｄ ｉｎ ａｐｐｌｉｅｄ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｆｘｗ－ｈｚ＠ １２６.ｃｏｍ

Ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ Ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ＮＢＵＣＡ Ｕｎｄｅｒ
Ｌ－Ｓ Ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ

Ｗａｎｇ Ｆｅｎｇｘｉａｏ
(Ｄｅｐａｒｔｍｅｎｔ ｏｆ ＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓꎬＫａｓｈｉ Ｔｅａｃｈｅｒｓ ＣｏｌｌｅｇｅꎬＫａｓｈｉ ８４４０００ꎬＣｈｉｎａ)

Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｓｏｍｅ ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｚａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｔｈｅ ＮＢＵＣＡ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ａｒｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ. Ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ
ｏｆ ＮＢＵＣＡ ａｇｉｎｇ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｕｎｄｅｒ Ｌａｐｌａｃｅ￣Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ ａｒｅ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｙꎬＬａｐｌａｃｅ￣Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬＮＢＵＣＡ
ＣＬＣ ｎｕｍｂｅｒ:Ｏ２１１.６　 Ｄｏｃｕｍｅｎｔ ｃｏｄｅ:Ａ　 Ａｒｔｉｃｌｅ ＩＤ:１００１－４６１６(２０１５)０１－００２１－０４

ＮＢＵＣＡ 寿命分布在 Ｌ－Ｓ 变换下的封闭性质

王丰效

(喀什师范学院数学系ꎬ新疆 喀什 ８４４０００)

[摘要] 　 研究了 ＮＢＵＣＡ寿命分布在单调变换下的封闭性质ꎬ证明了 ＮＢＵＣＡ寿命分布在 Ｌ－Ｓ变换下都具有封

闭性质.
[关键词] 　 封闭性ꎬＬ－Ｓ变换ꎬＮＢＵＣＡ

１　 Ｉｎｔｒｏｄｕｃｔｉｏｎ ａｎｄ Ｍｏｔｉｖａｔｉｏｎ
Ｎｏｎ￣ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｌａｓｓｅｓ ａｎｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｏｒｄｅｒｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｄｅｆｉｎｅｄ ｉｎ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ ｔｏ ｍｏｄｅｌ

ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｇｉｎｇꎬｉ ｅ ꎬｔｈｅ ａｄｖｅｒｓｅ ｅｆｆｅｃｔ ｏｆ ａｇｅ ｏｎ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｌｉｆｅｔｉｍｅ ｏｆ ａ ｕｎｉｔ ｏｒ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ. Ｓｉｎｃｅ ｉｎ ｔｈｅ
ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｎｅ ｉｓ ｏｆｔｅｎ ｃｏｎｃｅｒｎｅｄ ｗｉｔｈ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ａ ｓｙｓｔｅｍ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｇｕａｒ￣
ａｎｔｅｅｄ ｆｒｏｍ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｃｏｍｐｏｎｅｎｔ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓꎬｇｅｎｅｒａｌ ｃｌｏｓｕｒｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｎｏｎ￣ｐａｒａｍｅｔｒｉｃ ａｇｉｎｇ ｃｌａｓｓｅｓ
ｗｉｔｈ ｒｅｓｐｅｃｔ ｔｏ ｒｅｌｉａｂｉｌｉｔｙ ｏｐｅｒａｔｉｏｎｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｅｘｔｅｎｓｉｖｅｌｙ ｓｔｕｄｉｅｄ. Ｂｅｓｉｄｅｓ ｔｈｅ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｉｎｔｅｒｅｓｔ ｉｎ ｔｈｅ
ｐｒｏｂｌｅｍꎬｃｌｏｓｕｒｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｆｕｒｎｉｓｈ ｂｏｔｈ ｒｕｌｅｓ ｔｏ ｃｈｏｏｓｅ ａｍｏｎｇ ｖａｒｉｏｕｓ ｔｙｐｅｓ ｏｆ ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔｓ ａｎｄ ｍａｉｎｔｅｎａｎｃｅ
ｐｏｌｉｃｉｅｓ. Ｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｌａｓｓ ａｎｄ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｏｒｄｅｒ ｕｎｄｅｒ ｓｏｍｅ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓꎬｓｕｃｈ ａｓ ｉｎ￣
ｃｒｅａｓｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ(ｃｏｎｃａｖｅ) ｔｒａｎｓｆｏｒｍꎬｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ａｎｔｉ ｓｔａｒ￣ｓｈａｐｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ( ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｓｔａｒ￣ｓｈａｐｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ)ꎬ
ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｅｄ[１－１１] .

Ｇｉｖｅｎ ｔｗｏ ｎｏｎ￣ｎｅｇａｔｉｖｅ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ Ｘ ａｎｄ Ｙ ｗｉｔｈ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ ＦꎬＧ ａｎｄ ｓｕｒｖｉｖａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎｓ Ｆ＝
１－ＦꎬＧ＝ １－Ｇꎬｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ. Ｌｅｔ Ｘ ｔ ＝(Ｘ－ｔ ｜ Ｘ>ｔ) ｂｅ ｔｈｅ ｒｅｓｉｄｕａｌ ｌｉｆｅ ａｔ ａｇｅ ｔ>０ ｏｆ ｔｈｅ ｒａｎｄｏｍ ｌｉｆｅ Ｘꎬｄｅｎｏｔｅ ｉｔｓ
ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ａｎｄ ｓｕｒｖｉｖａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｂｙ Ｆ ｔ ａｎｄ Ｆ ｔ ＝ １－Ｆ ｔ .

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ １[１２] 　 Ｘ ｉｓ ｓａｉｄ ｔｏ ｂｅ ｓｍａｌｌｅｒ ｔｈａｎ Ｙ ｉｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ ａｖｅｒａｇｅ ｏｒｄｅｒ(ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ Ｘ≤ｉｃｘａＹ) ｉｆꎬ
ｆｏｒ ａｌｌ ｔ>０ꎬ

∫＋∞
０
∫＋∞
ｔ
Ｆ(ｘ)ｄｘｄｔ≤ ∫＋∞

０
∫＋∞
ｔ
Ｇ(ｘ)ｄｘｄｔ.

—１２—
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Ｉｎ ｔｈｅ ｅｃｏｎｏｍｉｃｓ ｔｈｅｏｒｙꎬｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｏｒｄｅｒ ｉｓ ｋｎｏｗｎ ａｓ ｗｅａｋ ｔｈｉｒｄ￣ｏｒｄｅｒ ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ ｄｏｍｉｎａｎｃｅ.
Ｔｈｅ ｃｌａｓｓｅｓ ＮＢＵ ａｎｄ ＮＢＵＣ ｈａｖｅ ｐｒｏｖｅｄ ｔｏ ｂｅ ｖｅｒｙ ｕｓｅｆｕｌ ｉｎ ｐｅｒｆｏｒｍｉｎｇ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｌｉｆｅ ｌｅｎｇｔｈｓ ａｓ ｗｅｌｌ ａｓ

ｕｓａｂｌｅ ｉｎ ｒｅｐｌａｃｅｍｅｎｔ ｐｏｌｉｃｉｅｓ. Ｈｅｎｃｅ ａ ｌｏｔ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔｓ ｒｅｌａｔｅｄ ｔｏ ｔｈｅｓｅ ｔｗｏ ｃｌａｓｓｅｓ ｈａｖｅ ｂｅｅｎ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｉｎ ｔｈｅ ｌｉｔｅｒａ￣
ｔｕｒｅ. Ａｌｏｎｇ ａ ｓｉｍｉｌａｒ ｌｉｎｅꎬＡｈｍａｄ ｅｔ ａｌ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｔｈｅ ｎｅｗ ｂｅｔｔｅｒ ｔｈａｎ ｕｓｅｄ ｉｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ ａｖｅｒａｇｅ ｏｒｄｅｒ ｃｌａｓｓ
ｏｆ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓꎬｅｘｐａｎｄｉｎｇ ｔｈｅ ＮＢＵＣ ｃｌａｓｓ ｔｏ ａ ｍｕｃｈ ｂｉｇｇｅｒ ａｎｄ ａ ｍｏｒｅ ｐｒａｃｔｉｃａｌ ｏｎｅꎬｗｈｏｓｅ ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ｉｓ ａｌｓｏ
ｒｅｃａｌｌｅｄ ｈｅｒｅ.

Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ２[１２] 　 Ｘ ｉｓ ＮＢＵＣＡ(ＮＷＵＣＡ) ｉｆ Ｘ ｔ≤ｉｃｘａ(≥ｉｃｘａ)Ｘ ｆｏｒ ａｌｌ ｔ>０.
ＥｑｕｉｖａｌｅｎｔｌｙꎬＸ ｉｓ ＮＢＵＣＡ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆꎬｆｏｒ ａｌｌ ｔ>０ꎬ

∫＋∞
０
∫＋∞
ｘ
Ｆ(ｕ＋ｔ)ｄｕｄｘ≤ ∫＋∞

０
∫＋∞
ｘ
Ｆ(ｕ)ｄｕｄｘ. (１)

Ｉｔｓ ｄｕａｌ ｃｌａｓｓ ｉｓ ｎｅｗ ｗｏｒｓｅ ｔｈａｎ ｕｓｅｄ ｉｎ ｉｎｃｒｅａｓｉｎｇ ｃｏｎｖｅｘ ａｖｅｒａｇｅ ｏｒｄｅｒｉｎｇꎬ ｄｅｎｏｔｅｄ ｂｙ ＮＷＵＣＡꎬｗｈｉｃｈ ｉｓ
ｄｅｆｉｎｅｄ ｂｙ ｒｅｖｅｒｓｉｎｇ ａｂｏｖｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ.

Ｉｎ ｒｅｃｅｎｔ ｄｅｃａｄｅｓꎬｍａｎｙ ａｕｔｈｏｒｓ ｈａｖｅ ｄｅｖｏｔｅｄ ｔｈｅｍｓｅｌｖｅｓ ｔｏ ｉｎｖｅｓｔｉｇａｔｉｎｇ ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ｓｏｍｅ
ｐｏｓｉｔｉｖｅ ａｇｉｎｇ ｃｏｎｃｅｐｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ ｃａｎ ｂｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ ａｓ ｅｘｔｅｎｓｉｏｎｓ ｏｆ ＩＦＲ ａｎｄ ＮＢＵ. Ｆｏｒ ｅｘａｍｐｌｅｓꎬＣａｉ ａｎｄ Ｗｕ
(１９９７)ꎬＬｉ ｅｔ ａｌ(２０００)ａｎｄ Ｐｅｌｌｅｒｅｙ ａｎｄ Ｐｅｔａｋｏｓ(２００２)ｏｂｔａｉｎｅｄ ｔｈｅ ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ＮＢＵＣ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ｆｏｒｍａｔｉｏｎ ｏｆ ｐａｒａｌｌｅｌ ｓｙｓｔｅｍｓ ｏｆ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｕｎｉｔｓ. Ｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ ｏｆ ＮＢＵ(２) (ＮＷＵ(２)) ｃｌａｓｓｅｓ ａｎｄ
ＮＢＵＣ(ＮＷＵＣ)ｃｌａｓｓｅｓ ｕｎｄｅｒ ａｎｔｉ￣ｓｔａｒ￣ｓｈａｐｅｄ ｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎｓ ａｎｄ Ｌａｐｌａｃｅ￣Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ａｒｅ ｓｔｕｄｉｅｄ ｉｎ ｔｈｅ
ｌｉｔｅｒａｔｕｒｅ.

２　 Ｍａｉｎ Ｒｅｓｕｌｔｓ
Ｌｅｔ Ｆ ｄｅｎｏｔｅ ｔｈｅ ｆａｍｉｌｙ ｏｆ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｗｈｉｃｈ ｈａｖｅ ｎｏ ｎｏｎ￣ｚｅｒｏ ｍａｓｓ ａｔ ｏｒｉｇｉｎ ａｎｄ ｈａｖｅ ｆｉｎｉｔｅ ｍｅａｎ. Ｆｏｒ

ａｎｙ Ｆ∈Ｆꎬｌｅｔ Φ( ｓ)＝ ∫∞
０
ｅ－ｓｔｄＦ( ｔ)ꎬ( ｓ≥０) ｂｅ ｔｈｅ Ｌａｐｌａｃｅ￣Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｆ Ｆ. Ｄｅｆｉｎｅ ｔｈａｔ

βｎ( ｓ)＝ (－１) ｎ
１
ｎ!
ｄｎ

ｄｓｎ
{１
－Φ( ｓ)
ｓ

}ꎬ　 ｎ＝ １ꎬ２ꎬꎬｓ≥０

ａｎｄ
α０( ｓ)＝ １ꎬαｎ＋１( ｓ)＝ ｓｎ

＋１βｎ( ｓ)ꎬｎ＝ １ꎬ２ꎬꎬｓ≥０.
Ｔｈｅｎ ｗｅ ｈａｖｅ

αｎ( ｓ)＝ ｓ ∫∞
０

( ｓｘ) ｎ－１

(ｎ－１)!
ｅ－ｓｘＦ(ｘ)ｄｘꎬ　 ｎ＝ １ꎬ２ꎬ.

Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔ ｄｉｆｆｉｃｕｌｔ ｔｏ ｓｈｏｗ ｔｈａｔ αｎ( ｓ) ｉｓ ｄｅｃｒｅａｓｉｎｇ ｉｎ ｎ ｆｏｒ ａｎｙ ｆｉｘｅｄ ｓ≥０. Ｔｈｅｎ {αｎ( ｓ)ꎬｎ≥０} ｍａｙ ｂｅ ｒｅｇａｒｄｅｄ
ａｓ ｔｈｅ ｓｕｒｖｉｖａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｏｆ ａ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅ ｔａｋｉｎｇ ｎｏｎｎｅｇａｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒ ｖａｌｕｅｓ.

Ｌｅｔ {ｐｎꎬｎ≥０} ｂｅ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐ０ ＝ ０ ａｎｄ ｌｅｔ {ｐｎꎬｎ≥０} ｄｅｎｏｔｅ ｉｔｓ ｓｕｒｖｉｖａｌ ｆｕｎｃｔｉｏｎꎬｗｈｅｒｅ
ｐｎ ＝∑

ｋ > ｎ
ｐｋ . Ｉｔ ｉｓ ｎｏｔｅｗｏｒｔｈｙ ｔｈａｔ ｉｆ Ｆ＝{ｐｎꎬｎ≥０} ｗｉｔｈ ｐ０ ＝ ０ ｉｓ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬｗｅ ｃａｎ ｏｂｔａｉｎ ｔｈｅ ｄｅｆ￣

ｉｎｉｔｉｏｎ ｏｆ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ＮＢＵＣＡ ｃｌａｓｓ ａｎｄ ＮＷＵＣＡ ｃｌａｓｓ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ.
Ｄｅｆｉｎｉｔｉｏｎ ３　 Ｉｆ Ｆ＝{ｐｎꎬｎ≥０} ｗｉｔｈ ｐ０ ＝ ０ ｉｓ ａ ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎꎬＦ ｉｓ ＮＢＵＣＡ(ＮＷＵＣＡ)ｃｌａｓｓ ｉｆꎬｆｏｒ

ａｌｌ ｐｏｓｉｔｉｖｅ ｉｎｔｅｇｅｒｓ ｊ ａｎｄ ｋꎬ

∑
∞

ｊ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｊ＋ｋ

Ｐ ｉ ≤ (≥)Ｐｋ∑
∞

ｊ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｊ

Ｐ ｉ .

Ｔｏ ｐｒｏｖｅ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇ ｔｈｅｏｒｅｍꎬｗｅ ｎｅｅｄ ｓｏｍｅ ｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎ ａｓ ｆｏｌｌｏｗｓ.

∫ｕ
０
(ｕ－ｖ) ｊ－１ｖｉ－１ｄｖ＝( ｉ

－１)! ( ｊ－１)!
( ｉ＋ｊ－１)!

ｕｉ＋ｊ－１ꎬ　 ｉꎬｊ＝ １ꎬ２ꎬ (２)

∑
ｋ

ｉ ＝ １

(ｖｓ) ｉ－１

( ｉ－１)!
ｅ－ｖｓ ＝ ｓ ∫∞

ｖ

(ｗｓ) ｋ－１

(ｋ－１)!
ｅ－ｗｓｄｗꎬ (３)

∑
∞

ｉ ＝ ｋ＋１

(ｖｓ) ｉ－１

( ｉ－１)!
ｅ－ｖｓ ＝ ｓ ∫ｖ

０

(ｗｓ) ｋ－１

(ｋ－１)!
ｅ－ｗｓｄｗ. (４)

—２２—





Ｗａｎｇ Ｆｅｎｇｘｉａｏ:Ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ Ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ＮＢＵＣＡ Ｕｎｄｅｒ Ｌ－Ｓ Ｔｒａｎｓｆｏｒｍｓ

Ｉｎ ｆａｃｔꎬｌｅｔ ｖ＝ｕｙꎬｔｈｅｎ ｔｈｅ ｌｅｆｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ (２) ｂｅｃｏｍｅｓ ｕｉ＋ｊ－１Ｂ( ｉꎬｊ) ｗｈｉｃｈ ｉｓ ｅｑｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ￣ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ
(２)ꎬｗｈｅｒｅ Ｂ( ｉꎬｊ) ｉｓ Ｂｅｔａ ｆｕｎｃｔｉｏｎ.

Ａｃｃｏｒｄｉｎｇ ｔｏ ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎ ｂｙ ｐａｒｔｓꎬｔｈｅ ｅｑｕａｌｉｔｙ (３) ａｎｄ (４) ｃａｎ ｂｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ.
Ｉｎ ｔｈｅ ｆｏｌｌｏｗｉｎｇꎬｗｅ ｗｉｌｌ ｄｉｓｃｕｓｓ ｔｈｅ ｃｌｏｓｕｒｅ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ＮＢＵＣＡ(ＮＷＵＣＡ) ｃｌａｓｓ ｕｎｄｅｒ Ｌａｐｌａｃｅ￣Ｓｔｉｅｌｔｊｅｓ

ｔｒａｎｓｆｏｒｍ.
Ｔｈｅｏｒｅｍ １　 {αｎ( ｓ)ꎬｎ≥０} ｉｓ ＮＢＵＣＡ(ＮＷＵＣＡ) ｆｏｒ ａｌｌ ｓ≥０ ｉｆ ａｎｄ ｏｎｌｙ ｉｆ Ｆ ｉｓ ＮＢＵＣＡ(ＮＷＵＣＡ) .
Ｐｒｏｏｆ　 Ｗｅ ｇｉｖｅ ｔｈｅ ｐｒｏｏｆ ｏｎｌｙ ｆｏｒ ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ＮＢＵＣＡ. Ｔｈｅ ｃａｓｅ ｏｆ ＮＷＵＣＡ ｍａｙ ｂｅ ｄｉｓｃｕｓｓｅｄ ｓｉｍｉｌａｒｌｙ.
Ａｔ ｆｉｒｓｔ ｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ｉｆ Ｆ ｉｓ ＮＢＵＣＡꎬｔｈｅｎ {αｎ( ｓ)ꎬｎ≥０} ｉｓ ａｌｓｏ ＮＢＵＣＡꎬｉ ｅ ꎬ

∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
αｉ ＋ｊ( ｓ) ≤ α ｊ( ｓ)∑

∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
αｉ( ｓ)ꎬ　 ｊꎬｋ＝ ０ꎬ１ꎬꎬ　 ｓ≥０. (５)

Ｔｈｅ ｒｉｇｈｔ ｈａｎｄ ｓｉｄｅ ｏｆ (５) ｅｑｕａｌｓ

α ｊ( ｓ)∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
αｉ( ｓ) ＝ α ｊ( ｓ)∑

∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
ｓ∫∞
０

(ｖｓ) ｉ－１

( ｉ－１)!
ｅ－ｖｓＦ(ｖ)ｄｖ＝

α ｊ( ｓ) ｓ∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ

(ｖｓ) ｉ－１

( ｉ－１)!
ｅ－ｖｓＦ(ｖ)ｄｖ＝

α ｊ( ｓ) ｓ２∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０
∫ｖ
０

(ｗｓ) ｋ－２

(ｋ－２)!
ｅ－ｗｓＦ(ｖ)ｄｗｄｖ＝

ｓ３∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０

(ｕｓ) ｊ－１

( ｊ－１)!
ｅ－ｕｓＦ(ｕ)ｄｕ ∫∞

０
∫∞
ｗ

(ｗｓ) ｋ－２

(ｋ－２)!
ｅ－ｗｓＦ(ｖ)ｄｖｄｗ≥

ｓ３∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０

(ｕｓ) ｊ－１

(ｊ－１)!
ｅ－ｕｓ∫∞

０

(ｗｓ)ｋ－２

(ｋ－２)!
ｅ－ｗｓ∫∞

ｗ
Ｆ(ｕ＋ｖ)ｄｖｄｗｄｕ＝

ｓ３∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０
∫∞
０
∫ｖ
０

(ｕｓ) ｊ－１

(ｊ－１)!
ｅ－ｕｓ(ｗｓ)

ｋ－２

(ｋ－２)!
ｅ－ｗｓＦ(ｕ＋ｖ)ｄｗｄｖｄｕ＝

ｓ２∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
∫∞
０
∫∞
０

(ｕｓ) ｊ－１

( ｊ－１)!
ｅ－ｕｓ (ｖｓ)

ｉ－１

( ｉ－１)!
ｅ－ｖｓＦ(ｕ＋ｖ)ｄｖｄｕ＝

ｓ２∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
∫∞
０
∫∞
ｖ

(( ｔ－ｖ) ｓ) ｊ－１

( ｊ－１)!
(ｖｓ) ｉ－１

( ｉ－１)!
ｅ－ｔｓＦ( ｔ)ｄｔｄｖ＝

ｓ２∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
∫∞
０
∫ｔ
０
ｓｉ＋ｊ－２ ( ｔ－ｖ) ｊ－１ｖｉ－１

( ｊ－１)! ( ｉ－１)!
ｅ－ｔｓＦ( ｔ)ｄｖｄｔ＝

ｓ２∑
∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
∫∞
０
ｓｉ＋ｊ－２ ｔ

ｉ＋ｊ－１ｅ－ｓｔ

( ｉ＋ｊ－１)!
Ｆ( ｔ)ｄｔ＝∑

∞

ｋ ＝ ０
∑
∞

ｉ ＝ ｋ
αｉ＋ｊ( ｓ) .

Ｔｈｉｓ ｓｈｏｗｓ ｔｈａｔ {αｎ( ｓ)ꎬｎ≥０} ｉｓ ＮＢＵＣＡ.
Ｃｏｎｖｅｒｓｅｌｙꎬｉｆ {αｎ( ｓ)ꎬｎ≥０} ｉｓ ａｌｓｏ ＮＢＵＣＡ. Ｆｒｏｍ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｐｒｏｏｆ ｗｅ ｋｎｏｗｎ ｔｈａｔ {αｎ( ｓ)ꎬｎ≥０} ｉｓ ａｌｓｏ

ＮＢＵＣＡ ｉｓ ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔ ｔｏ

∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０

(ｕｓ) ｊ－１

(ｊ－１)! ∫
∞

０

(ｗｓ)ｋ－１

(ｋ－１)!
ｅ－(ｕ＋ｗ)ｓ∫∞

ｗ
Ｆ(ｕ＋ｖ)ｄｖｄｗｄｕ ≤∑

∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０

(ｕｓ) ｊ－１

(ｊ－１)! ∫
∞

０

(ｗｓ)ｋ－１

(ｋ－１)!
ｅ－(ｕ＋ｗ)ｓ∫∞

ｗ
Ｆ(ｕ)Ｆ(ｖ)ｄｖｄｗｄｕ.

Ｄｅｆｉｎｅ Ｇｎ ＝ ∫ｕ
０

(ｖｓ) ｎ

ｎ!
ｓｅ－ｖｓｄｖ＝Ｐ{∑

ｎ＋１

ｉ ＝ １
Ｙｉ≤ｕ}ꎬｗｈｅｒｅ Ｙ１ꎬＹ２ꎬ ａｒｅ ｍｕｔｕａｌｌｙ ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔ ｒａｎｄｏｍ ｖａｒｉａｂｌｅｓ ｈａｖｉｎｇ

ｔｈｅ ｓａｍｅ ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｓ. Ｔｈｅｎ ｔｈｅ ａｂｏｖｅ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ｍａｙ ｂｅ ｗｒｉｔｔｅｎ ａｓ

∑
∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０
∫∞
０
∫∞
ｗ
Ｆ(ｕ＋ｖ)ｄｖｄＧｋ－１(ｗ)ｄＧ ｊ－１(ｕ)≤∑

∞

ｋ ＝ ０
∫∞
０
∫∞
０
∫∞
ｗ
Ｆ(ｕ)Ｆ(ｖ)ｄｖｄＧｋ－１(ｗ)ｄＧ ｊ－１(ｕ) .

Ｆｏｒ ａｎｙ ｇｉｖｅｎ ｘ≥０ꎬｌｅｔｔｉｎｇ ｎ→∞ ａｎｄ ｋｅｅｐｉｎｇ ｎ / ｓ→ｘꎬｆｒｏｍ ｔｈｅ ｌａｗ ｏｆ ｌａｒｇｅ ｎｕｍｂｅｒｓ ｉｔ ｆｏｌｌｏｗｓ ｔｈａｔ

Ｇｎ(ｕ)→Ｉｘ(ｕ)＝
１ꎬ ｕ>ｘꎬ
０ꎬ ｕ<ｘ.{

Ｔａｋｉｎｇ ｋ＝[ ｓｘ] ａｎｄ ｊ＝[ ｓｔ]ꎬｗｅ ｈａｖｅ ｋ / ｓ→ｘ ａｎｄ ｊ / ｓ→ｔ ｗｈｅｎ ｓ→∞ . Ｎｏｗ ｌｅｔｔｉｎｇ ｓ→∞ ｂｙ Ｈｅｌｌｙ Ｔｈｅｏｒｅｍ
—３２—
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ｗｅ ｇｅｔ

∫∞
０
∫∞
ｘ
Ｆ( ｔ＋ｖ)ｄｖｄｘ≤ ∫∞

０
Ｆ( ｔ)∫∞

ｘ
Ｆ(ｖ)ｄｖｄｘ

ａｔ ａｎｙ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｉｎｔ ｔ ｏｆ Ｆꎬａｎｄ ｔｈｅｎ ａｔ ａｌｌ ｔ>０ ｂｅｃａｕｓｅ ｔｈｅ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｐｏｉｎｔ ｏｆ Ｆ ａｒｅ ｄｅｎｓｅ ｏｎ[０ꎬ＋∞ ) .
Ｈｅｎｃｅ Ｆ ｉｓ ＮＢＵＣＡ.
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[９] Ｌｉ ＸꎬＳｈａｋｅｄ Ｍ. Ｔｈｅ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｔｏｔａｌ ｔｉｍｅ ｏｎ ｔｅｓｔ ａｎｄ ｔｈｅ ｏｂｓｅｒｖｅｄ ｅｘｃｅｓｓ ｗｅａｌｔｈ[ Ｊ] . Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ ａｎｄ Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ Ｌｅｔｔｅｒꎬ２００４ꎬ

６８:２４７－２５８.
[１０] Ｓｈａｋｅｄ ＭꎬＳｈａｎｔｈｉｋｕｍａｒ Ｊ Ｇ. Ｓｔｏｃｈａｓｔｉｃ Ｏｒｄｅｒｓ ａｎｄ Ｔｈｅｉｒ Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ[Ｍ] . Ｓａｎ Ｄｉａｇｏ:Ａｃａｄｅｍｉｃ Ｐｒｅｓｓꎬ１９９４.
[１１] Ｗａｎｇ Ｆｅｎｇｘｉａｏ. Ｓｏｍｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｎ ｔｈｅ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ＴＴＴ ｔｒａｎｓｆｏｒｍ ｏｒｄｅｒ ｆｏｒ ｏｒｄｅｒ ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ[Ｊ] . Ｃｈｉｎｅｓｅ Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ａｐｐｌｉｅｄ Ｐｒｏｂ￣

ａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓꎬ２００９ꎬ２５(１):２７－３７.
[１２] Ｗａｎｇ Ｆｅｎｇｘｉａｏ. Ｐｒｅｓｅｒｖａｔｉｏｎ ｐｒｏｐｅｒｔｙ ｏｆ ＮＢＵＣＡ ｃｌａｓｓ ｏｆ ｌｉｆｅ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ[ Ｊ] . Ｊｏｕｒｎａｌ ｏｆ Ｓｏｕｔｈｗｅｓｔ Ｊｉａｏｔｏｎｇ Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙꎬ

２００７ꎬ１５(１４):３６１－３６４.
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