
第 ３８卷第 １期
２０１５年 ３月

南京师大学报(自然科学版)
ＪＯＵＲＮＡＬ ＯＦ ＮＡＮＪＩＮＧ ＮＯＲＭＡＬ ＵＮＩＶＥＲＳＩＴＹ(Ｎａｔｕｒａｌ Ｓｃｉｅｎｃｅ Ｅｄｉｔｉｏｎ)

Ｖｏｌ􀆰 ３８ Ｎｏ􀆰 １
Ｍａｒꎬ２０１５

　 收稿日期:２０１４－０６－１７.
　 基金项目:国家自然科学基金天元专项(１１２２６０６０)、江苏省高校自然科学基金(１２ＫＪＤ１１０００６)、南京晓庄学院青年专项(２０１１ＮＸＹ６２) .
　 通讯联系人:颜晓光ꎬ博士ꎬ副教授ꎬ研究方向:同调代数. Ｅ￣ｍａｉｌ:ｙａｎｘｇ１１０９＠ １６３.ｃｏｍ

关于 Ｄｉｎｇ 投射范畴的稳定性

颜晓光１ꎬ徐爱民２

(１.南京晓庄学院数学与信息技术学院ꎬ江苏 南京 ２１１１７１)
(２.曲阜师范大学数学科学学院ꎬ山东 曲阜 ２７３１６５)

[摘要] 　 首先ꎬ证明了以 Ｄｉｎｇ投射模为对象ꎬ利用定义 Ｄｉｎｇ 投射模的方法构造出的模仍然是 Ｄｉｎｇ 投射模. 其
次ꎬ引进了 Ｄｉｎｇ投射复形并利用 Ｄｉｎｇ投射模刻画了此类复形. 同时ꎬ利用复形的 Ｄｉｎｇ投射维数刻画了 ｎ￣ＦＣ环.
最后ꎬ证明了 Ｄｉｎｇ投射复形范畴也具有类似 Ｄｉｎｇ投射模范畴的稳定性.
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设 Ｒ是一个环ꎬ在 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ 和 Ｂｒｉｄｇｅｒ 关于 Ｇ－维数有限模[１] 的工作基础上ꎬＥｎｏｃｈｓꎬＪｅｎｄａ[２] 以及

Ｈｏｌｍ[３]引入并研究了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射 Ｒ－模. 称一个左 Ｒ－模 Ｍ为 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射的ꎬ如果存在一个投射左

Ｒ－模构成的正合列:
Ｐ＝􀆺Ｐ１→Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→􀆺

使得 Ｍ≅ｌｍ(Ｐ０→Ｐ０)ꎬ且对于任何的投射模 ＱꎬＨｏｍＲ(ＰꎬＱ) 都是一个正合复形. 类似地ꎬ可以定义

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模. 利用这两类模我们可以建立起与经典同调代数理论类似地 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 同调代数理论.
丁南庆教授与其合作者研究了一类特殊的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模ꎬ他们称其为强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模ꎬ见[４]ꎬ这
类模具有很多良好的性质ꎬ比如ꎬ这类模是投射 ｒｅｓｏｌｖｉｎｇ的ꎬ并且关于直和项与直和都是封闭的ꎬ进而此类

模引起了国内外学者的关注. 特别地ꎬ在后来的一些文献中ꎬ研究者均将此类模称为 Ｄｉｎｇ 投射模ꎬ如[５ꎬ
６] . 最近ꎬＳａｔｈｅｒ￣Ｗａｇｓｔａｆｆ等[７]研究了具有如下性质的 Ｒ－模 Ｍ:存在一个由 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左 Ｒ－模组成的

正合列ꎬＧ＝􀆺→Ｇ１→Ｇ０→Ｇ０→Ｇ１→􀆺ꎬ使得 Ｍ≅ｌｍ(Ｇ０→Ｇ０)ꎬ且对于任意 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射左 Ｒ￣ｍｏｄｕｌｅ Ｈꎬ
ＨｏｍＲ(ＧꎬＨ)和 ＨｏｍＲ(ＨꎬＧ)都是正合复形. 他们证明了这样的模仍然为 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射模[７] . 受这个结果

启发ꎬ在本文中我们考虑了下面的问题:
问题:设 Ｇ＝􀆺→Ｇ１→Ｇ０→Ｇ０→Ｇ１→􀆺是由 Ｄｉｎｇ投射左 Ｒ－模构成的正合列ꎬ若对任意的平坦左 Ｒ－模

ＨꎬＨｏｍＲ(ＧꎬＨ)都是正合复形ꎬ那么 Ｍ≅Ｉｍ(Ｇ０→Ｇ０)是否为 Ｄｉｎｇ投射模?
在文章的第 ２节中ꎬ我们回答了这个问题. 记 Ｄ(Ｐ(Ｒ))为所有的 Ｄｉｎｇ投射模组成的范畴ꎬＤ２(Ｐ(Ｒ))为

所有满足上述问题中条件的左 Ｒ－模 Ｍ构成的范畴ꎬ那么容易看出 Ｄ(Ｐ(Ｒ))⊆Ｄ２(Ｐ(Ｒ))ꎬ而我们证明了:

—５２—
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定理 Ａ　 对于环 Ｒꎬ我们总有 Ｄ(Ｐ(Ｒ))＝ Ｄ２(Ｐ(Ｒ)) .
这个定理就给出了上述问题的回答.
在第 ３节中ꎬ我们引入 Ｄｉｎｇ投射复形ꎬ并且利用 Ｄｉｎｇ 投射模刻画了 Ｄｉｎｇ 投射复形ꎬ这个刻画可以看

作是[８ꎬ定理 ４.５]的推广:
定理 Ｂ　 设 Ｘ∈Ｃｈ(Ｒ)ꎬＸ是 Ｄｉｎｇ投射复形当且仅当每个 Ｘ ｉ 都是 Ｄｉｎｇ投射模.
作为定理 Ｂ的应用ꎬ在推论 ２ 中我们利用复形的 Ｄｉｎｇ 投射维数刻画了 ｎ￣ＦＣ 环. 最后ꎬ我们证明了

Ｄｉｎｇ投射复形范畴具有类似 Ｄｉｎｇ投射模范畴的稳定性(见定理 ３) .

１　 预备知识

我们将在这一节中给出一些定义、符号和一些已知结果. 整篇文章中ꎬＺ 表示整数集合ꎬＲ表示一个有

单位元的结合环ꎬＭｏｄ Ｒ(Ｍｏｄ Ｒｏｐ)表示左(右)Ｒ－模范畴. 设 Ｃ 是一个左 Ｒ－模类ꎬ我们给出如下定义:
⊥Ｃ＝ ∩

∞

ｉ ＝ １

⊥ｉＣꎬ　 其中　 ⊥ｉＣ＝{Ｘ ｜ＥｘｔｉＲ(ＸꎬＣ)＝ ０ ∀ Ｃ∈Ｃ}ꎬｉ≥１.

Ｃ⊥ ＝ ∩
∞

ｉ ＝ １
Ｃ⊥ｉꎬ　 其中　 Ｃ⊥ｉ ＝{Ｘ ｜ＥｘｔｉＲ(ＣꎬＸ)＝ ０∀Ｃ∈Ｃ}ꎬｉ≥１.

一个左 Ｒ－模Ｍ的 Ｃ 预解式是一个正合列:Ｃ＝􀆺Ｃ１→Ｃ０→Ｍ→０ꎬ其中 Ｃ ｉ∈Ｃꎬｉ＝ ０ꎬ１ꎬ􀆺ꎬｎꎬ􀆺. 如果这个对

于任意 Ｃ ∈ ＣꎬＨｏｍ(ＣꎬＣ)都是正合的ꎬ那么称 Ｃ 是 ｐｒｏｐｅｒ的. 对偶地ꎬ我们可以定义(ｃｏｐｒｏｐｅｒ)Ｃ 余预解

式. 左 Ｒ－模复形􀆺→Ｘ－１
δ－１
→Ｘ０

δ０
→Ｘ１→􀆺记为(ＸꎬδＸ)或简记为 ＸꎬＸ 的第 ｎ 个边缘(圈ꎬ同调)模为

ｌｍδｎ－１(ＫｅｒδｎꎬＫｅｒδｎ / ｌｍδｎ－１)ꎬ记为 Ｂｎ(Ｘ)(Ｚｎ(Ｘ)ꎬＨｎ(Ｘ)) .
对于一个复形 Ｘ和整数 ｍ∈ＺꎬＸ[ｍ]表示一个复形ꎬ其第 ｎ 个位置上的模为 Ｘ[ｍ] ｎ ＝Ｘｍ＋ｎꎬ边缘算子

为(－１)ｍδｍ＋ｎ . 对于一个 Ｒ－模 Ｍꎬ􀭺Ｍ表示复形􀆺→０→Ｍ
１Ｍ→Ｍ→０→􀆺 其中两个非零位置为－１和 ０.

Ｃｈ(Ｒ)(Ｃｈ(Ｒｏｐ))表示所有左(右)Ｒ－模复形范畴. 由[９ꎬ命题 ３.２]知ꎬ这个范畴具有足够的投射对象

和内射对象. 如果 ＸꎬＹ∈Ｃｈ(Ｒ)ꎬ映射 ｆ:Ｘ→Ｙ 是一簇 Ｒ－模同态 ｆｎ:Ｘｎ→Ｙｎꎬ满足:对于任意的 ｎ∈Ｚ 有

ｆｎ＋１δｎＸ ＝ δｎＹ ｆｎꎬ将 ｆ记为{ ｆｎ} ｎ∈Ｚ . 对于两个复形 Ｘ和 ＹꎬＨｏｍＲ(ＸꎬＹ)表示 Ｘ 到 Ｙ 的所有复形态射(见[１０])ꎬ
而 ＥｘｔｉＲ(ＸꎬＹ)( ｉ≥１)表示 Ｈｏｍ的右导出函子. (注:这里的导出函子与[１１]中的定义不同)

设 Ｘ为右 Ｒ－模复形ꎬＹ为左模复形ꎬ张量积 Ｘ⊗􀅰Ｙ 表示一个复形ꎬ其中(Ｘ⊗􀅰Ｙ) ｎ ＝􀱇ｉ＋ｊ＝ｎＸｉ⊗ＲＹｊꎬ其边

缘映射 δｎ 在生成子上的作用为:δＸ(ｘ)⊗ｙ＋(－１) ｜ ｘ ｜ ｘ⊗δＹ(ｙ)ꎬ其中 ｜ ｘ ｜为元素 ｘ在复形中的位置数. 记 Ｘ⊗Ｙ＝

Ｘ⊗􀅰Ｙ
Ｂ(Ｘ⊗􀅰Ｙ)

ꎬ这样我们就有 Ａｂｅｌ 群构成的复形􀆺→
(Ｘ⊗􀅰Ｙ) ｎ

Ｂｎ(Ｘ⊗􀅰Ｙ)
→

(Ｘ⊗􀅰Ｙ) ｎ＋１

Ｂｎ＋１(Ｘ⊗􀅰Ｙ)
→􀆺ꎬｘ⊗ｙ ｜→δＸ(ｘ)⊗ｙꎬ其中

ｘ⊗ｙ表示
(Ｘ⊗􀅰Ｙ) ｎ

Ｂｎ(Ｘ⊗􀅰Ｙ)
中元素. 特别地ꎬ我们有右正合函子＿⊗Ｙ:Ｃｈ(Ｒｏｐ)→Ｃｈ(Ｚ)以及它的左导出函子

Ｔｏｒｉ(＿ꎬＹ) .　
我们称 Ｃｈ(Ｒ)中复形 Ｋ是内射的(投射ꎬ平坦)如果它是正合复形ꎬ并且满足∀ｎ∈ＺꎬＺｎ(Ｋ)是内射

(投射ꎬ平坦)Ｒ－模(见[８ꎬ１２]) . 由[１０ꎬ命题 ３.４]知 Ｃ∈Ｃｈ(Ｒ)ꎬＣ 是 ＤＧ－内射(ＤＧ－投射)当且仅当对每

一个正合复形 Ｅ都有 Ｅｘｔ１(ＥꎬＣ)＝ ０(Ｅｘｔ１(ＣꎬＥ)＝ ０) . 而由[１３ꎬ引理 ４.２]知 Ｃ是 ＤＧ－平坦的ꎬ当且仅当对

任何一个 Ｃｈ(Ｒｏｐ)中的正合复形 Ｅꎬ以及任意 ｉ∈Ｚ＋ꎬ都有 Ｔｏｒｉ(ＥꎬＣ)＝ ０. 设 Ｘ 是一个左 Ｒ－模类ꎬ对于复

形 Ｃ如果它每个位置上的模都属于 Ｘꎬ那么我们称 Ｃ为＃－Ｘ 复形ꎬ特别地ꎬ如果复形上每个位置上的模都

是内射(投射ꎬ平坦)的ꎬ那么我们称此复形为＃－内射(＃－投射ꎬ＃－平坦) (见[１１]) . 显而易见ꎬ每个内射

(投射ꎬ平坦)复形都是 ＤＧ－内射(ＤＧ－投射ꎬＤＧ－平坦)的ꎬ而每个 ＤＧ－内射(ＤＧ－投射ꎬＤＧ－平坦)复形都

是＃－内射(＃－投射ꎬ＃－平坦)的.

２　 Ｄｉｎｇ 投射模的稳定性

定义 １　 [４ꎬ６]左 Ｒ－模 Ｍ称为 Ｄｉｎｇ投射模ꎬ如果存在一个由投射左 Ｒ－模构成的正合列 Ｐ ＝􀆺→Ｐ１→
Ｐ０→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ使得 Ｍ≅ｋｅｒ(Ｐ０→Ｐ１)ꎬ且对于任何平坦左 Ｒ－模 ＱꎬＨｏｍＲ(ＰꎬＱ)都是一个正合复形.

—６２—
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下文中ꎬ我们用 Ｆ(Ｒ)ꎬＰ(Ｒ)和 Ｄ(Ｐ(Ｒ))分别表示所有平坦ꎬ投射和 Ｄｉｎｇ 投射左 Ｒ－模构成的模类.
下面这个引理是我们证明定理 Ａ的关键一步.

引理 １　 设 Ｍ 为左 Ｒ－模ꎬ则 Ｍ 具有一个 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的投射预解式当且仅当 Ｍ 具有一个

ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的 Ｄ(Ｐ(Ｒ))预解式.
证明　 只需要证明“充分性” . 设 ０→Ｎ→Ｇ０→Ｍ→０ 是一个 ＨｏｍＲ( －ꎬＦ(Ｒ))正合的正合列ꎬＧ０∈

Ｄ(Ｐ(Ｒ))ꎬ且 Ｎ具有一个 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的 Ｄ(Ｐ(Ｒ))预解式ꎬ则我们可得到下列 ｐｕｌｌｂａｃｋ交换图:
０ ０
↓ ↓
Ｇ′ ＝ Ｇ′
↓ ↓

０ → Ｈ → Ｗ０ → Ｍ → ０
↓ ↓ ‖

０ → Ｎ → Ｇ０ → Ｍ → ０
↓ ↓
０ ０

其中 Ｗ０∈Ｐ(Ｒ)ꎬＧ′∈Ｄ(Ｐ(Ｒ))ꎬ所有的行与列均是 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的. 另外ꎬ由假设知ꎬ存在一个

ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的正合列 ０→Ｋ→Ｇ１→Ｎ→０ꎬ其中 Ｇ１∈Ｄ(Ｐ(Ｒ))ꎬ且 Ｋ 也具有一个 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))
正合的 Ｄ(Ｐ(Ｒ))预解式. 现在考虑下面的 ｐｕｌｌｂａｃｋ交换图:

０ ０
↓ ↓
Ｋ ＝ Ｋ
↓ ↓

０ → Ｇ′ → Ｌ → Ｇ１ → ０
‖ ↓ ↓

０ → Ｇ′ → Ｈ → Ｎ → ０
↓ ↓
０ ０

由[１４ꎬ定理 ２.１]和中间行的正合性可得到 Ｌ∈Ｄ(Ｐ(Ｒ))ꎬ因此 Ｈ 就具有一个 ＨｏｍＲ( －ꎬＦ(Ｒ))正合的

Ｄ(Ｐ(Ｒ))预解式. 注意到 ０→Ｈ→Ｗ０→Ｍ→０是 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的ꎬ重复上述过程ꎬ我们就可得到 Ｍ
的一个 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的投射预解式.

对偶地ꎬ我们可以证明下面的引理:
引理 ２　 设 Ｍ为左 Ｒ－模ꎬ则 Ｍ具有一个 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的投射余预解式当且仅当 Ｍ具有一个

ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的 Ｄ(Ｐ(Ｒ))余预解式.
现在我们就可以给出本节的主要结果:
定理 １　 对于任意环 Ｒ都有 Ｄ(Ｐ(Ｒ))＝ Ｄ２(Ｐ(Ｒ)) .
证明　 由引理 １和 ２可得.
这个定理表明了重复构造 Ｄｉｎｇ投射模的方法所得到的仍然是 Ｄｉｎｇ 投射模ꎬ从而也回答了引言中提

出的问题.

３　 Ｄｉｎｇ 投射复形的稳定性

本节将引入 Ｄｉｎｇ投射复形和复形的 Ｄｉｎｇ投射维数ꎬ并利用 Ｄｉｎｇ 投射模来刻画 Ｄｉｎｇ 投射复形. 作为

应用ꎬ还将利用复形的 Ｄｉｎｇ投射维数来刻画 ｎ￣ＦＣ 环. 特别地ꎬ我们将证明ꎬＤｉｎｇ 投射复形范畴也具有类

似 Ｄｉｎｇ投射模范畴的稳定性.

定义 ２　 复形 Ｘ称为是 Ｄｉｎｇ投射的ꎬ如果存在一个 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列:Ｐ＝􀆺→Ｐ－１
δ－１
→Ｐ０

δ０
→Ｐ１→􀆺

—７２—
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满足:
(１)对于每个 ｉ∈ＺꎬＰ ｉ 都是一个投射复形ꎻ
(２) Ｉｍδ０ ＝Ｘꎻ
(３)对于每个平坦模 Ｆ与任何的 ｍ∈ＺꎬＨｏｍＲ(Ｐꎬ􀭵Ｆ[ｍ])是正合的.
下文中ꎬＤ(Ｐ(Ｒ))表示 Ｃｈ(Ｒ)中所有 Ｄｉｎｇ投射复形组成的范畴.
注 １　 (１)如果 Ｒ是一个右凝聚环ꎬ那么由[４ꎬ命题 ２.３]ꎬ[１５ꎬ定理 ３.１]和本文的定理 ２可得:Ｄｉｎｇ投

射复形也是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦复形.
(２)每个 Ｄｉｎｇ投射复形都是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 投射的. 特别地ꎬ如果 Ｒ 是 ｎ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 环ꎬ那么 Ｄｉｎｇ 投射复

形范畴就是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射复形范畴.
下面我们将利用 Ｄｉｎｇ投射模来给出 Ｄｉｎｇ 投射复形的一个刻画. 首先ꎬ我们说明 Ｄｉｎｇ 投射复形每个

位置上的模都是 Ｄｉｎｇ投射模.
命题 １　 若 Ｘ是一个 Ｄｉｎｇ投射复形ꎬ那么 Ｘ的每个位置上的模 Ｘｎ 都是 Ｄｉｎｇ投射模.
证明　 设 Ｘ＝􀆺→Ｘ－１→Ｘ０→Ｘ１→􀆺是一个 Ｄｉｎｇ 投射复形ꎬ则存在一个 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列:Ｐ ＝􀆺→

Ｐ－１
δ－１
→Ｐ０

δ０
→Ｐ１→􀆺ꎬ使得 Ｘｎ ＝ Ｉｍδ０ｎꎬ其中 Ｐ ｉ 均是投射复形ꎬ且满足:对任何平坦 Ｒ－模 Ｆ 和任意 ｍ∈Ｚꎬ

ＨｏｍＲ(Ｐꎬ􀭵Ｆ[ｍ])都是正合的. 因此ꎬ对于任意 ｎ∈Ｚꎬ我们都有一个 Ｒ－模正合列:Ｐ′＝􀆺→Ｐ－１ｎ
δ－１ｎ→Ｐ０ｎ

δ０ｎ→

Ｐ１ｎ
δ１ｎ→Ｐ２ｎ

δ２ｎ→Ｐ３ｎ→􀆺ꎬ其中 Ｐ ｉｎ 均是投射左 Ｒ－模. 对于平坦模 Ｆ和任意的 ｍ∈ＺꎬＨｏｍＲ(Ｐꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])都
是正合的ꎬ而对任意的复形 Ａꎬ都有 ＨｏｍＲ(Ａꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])≅ＨｏｍＲ(Ａｍ

＋１ꎬＦ)ꎬ因此 ＨｏｍＲ(Ｐ′ꎬＦ)也是正合的ꎬ
所以 Ｘｎ 是 Ｄｉｎｇ投射模.

为了证明命题 １的逆命题也是成立的ꎬ我们需要先证明以下两个引理.
引理 ３　 若复形 Ｇ 的每个位置上的模 Ｇ ｉ都是 Ｄｉｎｇ 投射的ꎬ那么对于任何平坦左 Ｒ－模 Ｆ 以及任意

ｍ∈Ｚꎬ都有 Ｅｘｔｉ≥１Ｒ (Ｇꎬ􀭵Ｆ[ｍ])＝ ０.

证明　 设 Ｆ为平坦 Ｒ－模ꎬ则􀭵Ｆ[ｍ] ＝􀆺→０→Ｆ
ｉｄ
→Ｆ→０→􀆺. 取 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列:０→􀭵Ｆ[－ｍ－１]→

Ｘ→Ｇ→０ꎬ考虑下面的交换图:
⋮ ⋮
↓ ↓

０ → Ｘｍ－１ → Ｇｍ－１ → ０
↓ ↓δｍ－１Ｘ ↓δｍ－１Ｇ

０ → Ｆ
ｆｍ
→ Ｘｍ

ｇｍ
→ Ｇｍ → ０

↓ｉｄ ↓δｍＸ ↓δｍＧ

０ → Ｆ
ｆｍ＋１
→ Ｘｍ＋１

ｇｍ＋１
→ Ｇｍ＋１ → ０

↓ ↓δｍ＋１Ｘ ↓δｍ＋１Ｇ
０ → Ｘｍ＋２ → Ｇｍ＋２ → ０

↓ ↓
⋮ ⋮

由于 ｆｍ＋１:Ｆ→Ｘｍ＋１是可裂的ꎬ所以存在 ｈｍ＋１:Ｘｍ＋１→Ｆ 使得 ｈｍ＋１ ｆｍ＋１ ＝ １. 定义 ｈｍ:Ｘｍ→Ｆꎬｈｍ ＝ ｈｍ＋１δｍＸꎬ而
当 ｉ≠ｍꎬｍ＋１时ꎬｈｉ ＝ ０. 这样我们就得到一个复形映射:ｈ:Ｘ→􀭵Ｆ[－ｍ－１]ꎬ满足 ｈｆ＝ １ꎬ所以 ０→􀭵Ｆ[－ｍ－１]→
Ｘ→Ｇ→０是可裂的ꎬ且有:Ｅｘｔ１(Ｇꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])＝ ０. 设 ０→Ｋ→Ｐ→Ｇ→０ 是 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列ꎬ且 Ｐ 为投射

复形ꎬ则∀ｍ∈ＺꎬＫｍ 为 Ｄｉｎｇ投射模ꎬ且 Ｅｘｔ２(Ｇꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])≅Ｅｘｔ１(Ｋꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])＝ ０. 继续上述过程即可

得到∀ｉ≥１ꎬＥｘｔｉ(Ｇꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])＝ ０.

引理 ４　 设 ０→Ｍ
ｆ
→Ｐ

ｇ
→Ｎ→０为左 Ｒ－模正合列ꎬ其中 Ｎ是 Ｄｉｎｇ投射模ꎬＰ是投射模. Ｐ′是任意一

个投射模ꎬｆ′:Ｍ→Ｐ′为任一模同态ꎬ取 α＝( ｆꎬｆ′):Ｍ→Ｐ􀱇Ｐ′ꎬ那么 Ｃｏｋｅｒα是 Ｄｉｎｇ投射模.
—８２—
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证明　 对于任意给定的模同态 ｆ′:Ｍ→Ｐ′ꎬ有正合列 ０→Ｍ
α
→Ｐ􀱇Ｐ′→Ｃｏｋｅｒα→０. 由“Ｆａｃｔｏｒ 引理”知

存在 μ:Ｃｏｋｅｒα→Ｎꎬ使得下图交换:

０ → Ｍ
α
→ Ｐ􀱇Ｐ′ → Ｃｏｋｅｒα → ０

↓ｉｄ ↓π ↓μ
０ → Ｍ

ｆ
→ Ｐ

ｇ
→ Ｎ → ０

其中 π:Ｐ􀱇Ｐ′→Ｐ是正则投射. 由 ５－引理可得 μ 是满同态ꎬ而由蛇引理知 ｋｅｒπ≅ｋｅｒμ 是投射的. 最后由

[１４ꎬ定理 ２.１]和正合列 ０→ｋｅｒμ→Ｃｏｋｅｒα→Ｎ→０ 可得 Ｃｏｋｅｒα是 Ｄｉｎｇ投射模.
现在我们可以证明命题 １的逆命题也是成立的.
命题 ２　 若复形 Ｘ每个位置上的模 Ｘ ｉ 都是 Ｄｉｎｇ投射的ꎬ则 Ｘ是 Ｄｉｎｇ投射复形.

证明　 因为 Ｘｉ 都是 Ｄｉｎｇ投射模ꎬ由[１４ꎬ推论 ２.２]知对于∀ｉ∈Ｚꎬ都存在正合列 ０→Ｘｉ
ｆｉ→Ｈｉ→Ｙｉ→０ꎬ

其中 Ｈｉ 是投射模ꎬＹｉ 是 Ｄｉｎｇ投射模. 如果定义 αｉ ＝( ｆｉꎬｆｉ＋１δｉＸ):Ｘｉ→Ｈｉ􀱇Ｈｉ
＋１ꎬ那么 α＝(αｉ):Ｘ→Ｐ０ 是下列两

个复形间的态射:

Ｘ: 􀆺 → Ｘ ｉ－１
δｉ－１Ｘ→ Ｘ ｉ

δｉＸ→ Ｘ ｉ＋１
δｉ＋１Ｘ→ Ｘ ｉ＋２ → 􀆺

↓αｉ－１ ↓αｉ ↓αｉ＋１ ↓αｉ＋２
Ｐ０: 􀆺 → Ｈｉ－１􀱇Ｈｉ → Ｈｉ􀱇Ｈｉ＋１ → Ｈｉ＋１􀱇Ｈｉ＋２ → Ｈｉ＋２􀱇Ｈｉ＋３ → 􀆺

因此我们可以得到一个复形正合列 ０→Ｘ
α
→Ｐ０→Ｋ１→０ꎬ其中 Ｐ０ 为投射复形ꎬＫ１ ＝Ｃｏｋｅｒα. 由引理 ４ 知ꎬ

每个(Ｋ１) ｉ ＝Ｃｏｋｅｒ(αｉ)都是 Ｄｉｎｇ投射模ꎬ所以由引理 ３ 知上述正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬ􀭵Ｆ[ｍ])正合的ꎬ其中 Ｆ
为平坦模而 ｍ∈Ｚ. 注意到 Ｋ１ 与 Ｘ具有相同的性质ꎬ因此我们可以用同样的方法构造复形正合列:０→Ｘ→
Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ使得每个 Ｐ ｉ 是投射的ꎬ且对于任何平坦模 Ｆ和任意 ｍ∈Ｚ 这个正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬ􀭵Ｆ[ｍ])正
合的ꎬ再由引理 ３知 Ｘ是 Ｄｉｎｇ投射的.

由命题 １和 ２我们可以利用 Ｄｉｎｇ 投射模刻画 Ｄｉｎｇ 投射复形ꎬ这个结果也是[８ꎬ定理 ４.５]的一个

推广:
定理 ２　 Ｘ为复形ꎬＸ是 Ｄｉｎｇ投射的当且仅当每个位置上的模 Ｘ ｉ 也是 Ｄｉｎｇ投射的.
下面我们将引进复形的 Ｄｉｎｇ投射维数的概念ꎬ并利用它来刻画 ｎ￣ＦＣ 环. 若 Ｃ∈Ｃｈ(Ｒ)ꎬ则 Ｃ 的 Ｄｉｎｇ

投射维数ꎬ记为 Ｄｐｄ(Ｃ)ꎬ定义为:Ｄｐｄ(Ｃ)＝ ｉｎｆ{ｎ ｜存在一个复形正合列 ０→Ｘｎ→Ｘｎ－１→􀆺→Ｘ０→Ｃ→０ꎬ其中

每个 Ｘ ｉ 都是 Ｄｉｎｇ投射的}ꎬ如果不存在这样的 ｎꎬ那我们就定义 Ｄｐｄ(Ｃ)＝ ∞ . 类似地ꎬ我们可以在模范畴

中定义一个模 Ｍ的 Ｄｉｎｇ投射维数 Ｄｐｄ(Ｍ) .
由定理 ２和[１４ꎬ引理 ２.１]ꎬ我们有下面的推论:
推论 １　 设 Ｘ∈Ｃｈ(Ｒ)ꎬｎ≥０. 那么 Ｄｐｄ(Ｘ)≤ｎ当且仅当对每个 ｉ∈Ｚ 都有 Ｄｐｄ(Ｘ ｉ)≤ｎ. 特别地ꎬ我们

有 Ｄｐｄ(Ｘ)＝ ｓｕｐ{Ｄｐｄ(Ｘ ｉ) ｜ ｉ∈Ｚ} .
如果每个内射右(左)Ｒ－模都是平坦的ꎬ则环 Ｒ 称为右(左) ＩＦ－环[１６]ꎬ如果它既是右 ＩＦ－环又是左 ＩＦ－

环ꎬ则称 Ｒ为 ＩＦ－环. 设 ｎ是一个非负整数ꎬ如果对于每个内射右(左)模 Ｅ都有 ｆｄＲ(Ｅ)≤ｎꎬ则称 Ｒ是右(左)
ｎ￣ＩＦꎬ若它既是右 ｎ￣ＩＦ又是左 ｎ￣ＩＦꎬ则称 Ｒ为 ｎ￣ＩＦ环. 显然 ０￣ＩＦ环就是 ＩＦ环ꎬ而 ｎ￣ＩＦ诺特环是 ｎ￣Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
环ꎬ见[１７ꎬ定理 ９.１.１１] . 环 Ｒ被称为 ｎ￣ＦＣ 的ꎬ如果它是左右凝聚的且左右自 ＦＰ－内射维数都不超过 ｎ. 由
[１８ꎬ定理 ３.８]知ꎬ如果 Ｒ是左右凝聚的ꎬ那么它是 ｎ￣ＦＣ环当且仅当它是 ｎ￣ＩＦ环. 设 Ｘ是一个有界复形ꎬ如果

它的每个位置上的模 Ｘｉ 都是有限表现的ꎬ则称复形 Ｘ是有限表现的. 现在我们可以利用复形的 Ｄｉｎｇ投射维

数来刻画 ｎ￣ＦＣ环ꎬ这个结果也可看作是[１８ꎬ定理 ３.６]的一个推广.
推论 ２　 对于一个双边凝聚环 Ｒ和一个固定的正整数 ｎꎬ下列条件等价:
(１)Ｒ 是 ｎ￣ＦＣ环.
(２)对于 Ｃｈ(Ｒ)中的每个有限表现复形 Ｘꎬ都有 Ｄｐｄ(Ｘ)≤ｎ.
(３)对于 Ｃｈ(Ｒｏｐ)中的每个有限表现复形 Ｙꎬ都有 Ｄｐｄ(Ｙ)≤ｎ.
证明　 我们只需证明(１)⇔(２) .

—９２—
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(１)⇒(２):由[４ꎬ定理 ３.６]和推论 １即得.
(２)⇒(１):由条件以及[１４ꎬ命题 ２.４]和[１７ꎬ命题 １.３]知ꎬ任意有限表现左 Ｒ－模的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦维

数都小于等于 ｎꎬ而由[１９ꎬ引理 ２.５和定理 ３.１]知 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦维数都小于等于 ｎ的模类是关于正向极

限封闭的ꎬ因此ꎬ环 Ｒ的左弱 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ整体维数小于等于 ｎ. 最后ꎬ由[２０ꎬ定理 ２.８]和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 平坦模

的定义(见[２１])可得 Ｒ是 ｎ￣ＩＦ环ꎬ也就是 ｎ￣ＦＣ环.
下面这个结果表明ꎬＤｉｎｇ投射复形范畴具有与 Ｄｉｎｇ投射模范畴类似的稳定性:

定理 ３　 设 Ｐ＝􀆺→Ｐ－１
δ－１
→Ｐ０

δ０
→Ｐ１→􀆺是由 Ｄｉｎｇ投射复形构成的正合列ꎬ且对任意的平坦模 Ｆ 以

及任意的 ｎ∈Ｚ 都有 ＨｏｍＲ(Ｐꎬ􀭵Ｆ[ｎ])仍然是正合的ꎬ那么 Ｘ＝ ｌｍδ０ 是一个 Ｄｉｎｇ投射复形.

证明　 若 Ｐ 为定理中的正合列ꎬ那么对于任意 ｍ∈Ｚꎬ我们都有一个 Ｒ－模正合列:Ｐ′ ＝􀆺→Ｐ－１ｍ
δ－１ｍ→

Ｐ０ｍ
δ０ｍ→Ｐ１ｍ

δ１ｍ→Ｐ２ｍ
δ２ｍ→􀆺使得 Ｘｍ ＝ Ｉｍδ０ｍꎬ由定理 ２可得正合列中的所有 Ｐ ｉｍ 都是 Ｄｉｎｇ 投射模. 设 Ｆ 为平

坦左 Ｒ－模ꎬ则对于任意的 ｍ∈ＺꎬＨｏｍＲ(Ｐꎬ􀭵Ｆ[－ｍ－１])都是正合的ꎬ注意到对任意的复形 Ａ都有 ＨｏｍＲ(Ａꎬ
􀭵Ｆ[－ｍ－１])≅ＨｏｍＲ(Ａｍ

＋１ꎬＦ)ꎬ因此 ＨｏｍＲ(Ｐ′ꎬＦ)也是正合的. 再由定理 １ 知对于每个 ｍ∈ＺꎬＸｍ 都是 Ｄｉｎｇ
投射的ꎬ因此ꎬ由定理 ２可得 Ｘ＝ Ｉｍδ０ 也是 Ｄｉｎｇ投射的.

在本文的最后ꎬ作为定理 ２和 ３的一个应用ꎬ我们给出 Ｄｉｎｇ 投射复形的另一个刻画. 为此ꎬ我们需要

引入一些符号. 设 Ｘ 是 Ｃｈ(Ｒ)的一个子类ꎬＬ 为 Ｃｈ(Ｒ)中的一个序列ꎬ如果对于∀Ｘ∈Ｘ 都有 ＨｏｍＲ(Ｘꎬ
Ｌ)(ＨｏｍＲ(ＬꎬＸ))为正合 Ａｂｅｌ群序列ꎬ那么称 Ｌ 为 ＨｏｍＲ(Ｘꎬ－)(ＨｏｍＲ(－ꎬＸ))正合的. 我们用 Ｐ(Ｒ)(ＤＧ－
Ｐꎬ＃ＰꎬＦ(Ｒ)ꎬＤＧ－Ｆꎬ＃Ｆ)表示 Ｃｈ(Ｒ)中所有投射(ＤＧ－投射ꎬ＃－投射ꎬ平坦ꎬＤＧ－平坦)复形构成的范畴ꎬ而
􀭵Ｆ＝{􀭵Ｆ[ｍ] ｜Ｆ为平坦左 Ｒ－模ꎬｍ∈Ｚ} .

由定理 ２和 ３ꎬ我们有如下推论:
推论 ３　 设 Ｘ∈Ｃｈ(Ｒ)ꎬ下列条件等价:
(１)Ｘ是 Ｄｉｎｇ投射复形.
(２)存在 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列􀆺→Ｐ－１→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ满足所有 Ｐ ｉ 是 Ｄｉｎｇ 投射的ꎬＸ≅ｌｍ(Ｐ０→Ｐ１)ꎬ且

该正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬ＃Ｆ)正合的.
(３)存在 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列􀆺→Ｐ－１→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ满足所有 Ｐ ｉ 是 Ｄｉｎｇ 投射的ꎬＸ≅ｌｍ(Ｐ０→Ｐ１)ꎬ且

该正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬＦ(Ｒ))正合的.
(４)存在 ＤＧ－Ｐ 中的正合列􀆺→Ｐ－１→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ满足 Ｘ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ１)ꎬ且该正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬ􀭵Ｆ)

正合的.
(５)存在＃Ｐ 中的正合列􀆺→Ｐ－１→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ满足 Ｘ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ１)ꎬ且该正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬ􀭵Ｆ)正

合的.
(６)存在 Ｃｈ(Ｒ)中的正合列􀆺→Ｐ－１→Ｐ０→Ｐ１→􀆺ꎬ满足所有 Ｐ ｉ 是 Ｄｉｎｇ 投射的ꎬＸ≅Ｉｍ(Ｐ０→Ｐ１)ꎬ且

该正合列是 ＨｏｍＲ(－ꎬＤＧ－Ｆ )正合的.
注 ２　 由定理 ２ꎬ我们知道复形 Ｘ是 Ｄｉｎｇ投射的当且仅当 Ｘ是一个＃－Ｄ(Ｐ(Ｒ))复形ꎬ因此ꎬ推论 ３也

就给出了＃－Ｄ(Ｐ(Ｒ))复形一些刻画. 此外ꎬ范畴 Ｄ(Ｐ(Ｒ))与范畴 Ｄ(Ｐ(Ｒ))还有一些其他相似的性质ꎬ
比如ꎬ由[１４ꎬ定理 ２.１]可知两个范畴都是投射 ｒｅｓｏｌｖｉｎｇ的ꎬ都是关于直和与直和项封闭的.
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