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[摘要] 　 求解多目标优化问题最重要的目的就是获得尽可能逼近真实最优解和分布性良好的非支配解集. 为
此ꎬ本文提出了一种基于自适应 ε占优的正交多目标差分演化算法ꎬ该算法具有如下特征:１.利用正交设计和连

续空间的量化来产生具有良好分布性的初始演化种群ꎬ不仅能降低算法的时间复杂度ꎬ也能使演化充分利用种

群中的个体ꎻ２.采用在线 Ａｒｃｈｉｖｅ种群来保存算法求得的非支配解ꎬ并用自适应的 ε占优更新 Ａｒｃｈｉｖｅ种群ꎬ以自

适应的方式维持种群的多样性、分布性. 最后通过 ５个标准测试函数对算法的有效性进行了测试ꎬ并与其他的一

些多目标优化算法进行了对比ꎬ实验结果显示ꎬ算法能够很好地逼近 Ｐａｒｅｔｏ前沿ꎬ并具有良好的分布性.
[关键词] 　 多目标优化ꎬＰａｒｅｔｏ最优解ꎬ差分演化ꎬ正交设计ꎬ自适应 ε占优
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ε￣ｄｏｍｉｎａｎｃｅ

无论在自然科学还是社会科学领域ꎬ我们都希望能够最大化利益、最小化成本. 最大化利益、最小化

成本实质上是一个多目标优化问题[１]ꎬ在此问题中ꎬ各子目标之间一般是相互冲突的ꎬ这就导致了不可能

获得唯一的全局最优解ꎬ注重于某一个目标性能上的优化可能会造成其他目标性能的损失ꎬ因此简单地评

价所求解的优劣是不科学的ꎬ对于一个解优劣性的评价应该考虑到所有子目标. 在多目标优化问题中ꎬ算
法所求得的是一些最优解的集合ꎬ一般称为 Ｐａｒｅｔｏ最优解集ꎬ这和单目标优化问题中存在全局的唯一最优

解是有很大差别的. 解集中的每个解之间是互不支配的ꎬ它们之所以被称为最优解是因为在目标搜索空

间中ꎬ不存在一个解能支配解集中任意一个个体. 多目标算法的目的就是根据特定的问题找到具有良好
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多样性与分布性的非支配解.
在过去的几十年里ꎬ学者们提出了多种算法来求解多目标优化问题ꎬ这类算法主要有:聚合方法、

ＶＥＧＡ[２]算法、字典序方法ꎬε－约束方法、目标向量、ＮＳＧＡ[３]、ＭＯＧＡ[４]、ＮＰＧＡ[５]等ꎻ９０年代后期ꎬ又提出了

一些改进的算法包括:ＰＡＥＳ[６]、ＳＰＥＡ[７]、ＮＳＧＡＩＩ[８]、ＳＰＥＡ２[９]等算法. 国内对于多目标进化算法的设计与

理论研究也吸引了很多的学者ꎬ并取得了不错的成绩ꎬ比如ꎬ王宇平[１０]、曾三友等人[１１]分别将正交设计和

演化算法相结合应用到多目标优化中ꎬ利用正交设计产生种群ꎬ加快了算法的收敛速度. 关世华[１２]等提出

了一种基于 ε－约束方法的增广 Ｌａｇｒａｎｇｉａｎ多目标协同化算法. 石川等人[１３]提出了一种基于占优树的多目

标进化算法ꎬ该算法利用占优树进行适应值分配ꎬ减少了个体间的比较. Ｇｏｎｇ 等人[１４]把二水平正交杂交

算子应用到 ＤＥ中ꎬ并结合统计优化来选择最优个体ꎬ增加算法的鲁棒性. 公茂果[１５]等对进化多目标的最

新进展进行了详细讨论ꎬ归纳出多目标优化的研究趋势ꎬ并对多目标优化的进一步发展进行展望.
尽管目前已经提出了很多演化算法来求解多目标优化问题ꎬ但是设计出一种高效、鲁棒性好的算法依

然是一个具有挑战性的难题. 为此ꎬ笔者提出了一种基于自适应 ε 的差分演化算法ꎬ称为 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯꎬ它
具有如下特性:

(１)正交设计产生初始化种群ꎬ不仅降低了算法的时间消耗ꎬ而且使得初始种群能够均匀地分布于目

标搜索空间ꎻ
(２)采用在线归档集 Ａｒｃｈｉｖｅ来存储所求得的非支配解ꎬ并用自适应的 ε 值来动态地维持种群的多样

性与分布性.
最后通过实验证明ꎬ所提出的算法能够很好地逼近真实 Ｐａｒｅｔｏ 前沿ꎬ以实验的方式证明了算法的有

效性.

１　 多目标差分演化算法

１.１　 多目标优化问题及其相关定义

定义 １(多目标优化问题) 　 一个具有 ｎ个决策变量ꎬｍ个约束限制函数ꎬｋ 个目标函数的多目标优化

问题可以描述为:
ｍｉｎｉｍｉｚｅ: ｙ＝ ｆ(ｘ)＝ ( ｆ１(ｘ)ꎬ􀆺ꎬｆｋ(ｘ))ꎬ
ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ: ｅ(ｘ)＝ (ｅ１(ｘ)ꎬ􀆺ꎬｅｍ(ｘ))≥０ꎬ
ｗｈｅｒｅ: ｘ＝(ｘ１ꎬｘ２ꎬ􀆺ꎬｘｎ)∈Ｘꎬ

ｙ＝(ｙ１ꎬｙ２ꎬ􀆺ꎬｙｋ)∈Ｙ.

(１)

其中 ｘ 是决策向量ꎬｙ 是目标向量ꎬＸ 是决策向量空间ꎬＹ 是目标向量空间ꎬ它们满足约束限制函数 ｅ(ｘ) .
定义 ２(Ｐａｒｅｔｏ占优) 　 也称 Ｐａｒｅｔｏ支配ꎬ设 ｘ＝(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｋ)和 ｙ＝(ｙ１ꎬ􀆺ꎬｙｋ)是 ２个可行解ꎬ当且仅当:

∀ｉ∈１ꎬ􀆺ꎬｋ　 　 ｘｉ≤ｙｉ 　 　 且　 　 ∃ｉ∈１ꎬ􀆺ꎬｋ　 　 ｘｉ<ｙｉ . (２)
就说 ｘ＝(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｋ)Ｐａｒｅｔｏ占优 ｙ＝(ｙ１ꎬ􀆺ｙｋ) . 记作 ｘ≺ｙ.

定义 ３(ε占优) 　 设 ｘ＝(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｋ)和 ｙ＝(ｙ１ꎬ􀆺ｙｋ)是 ２个可行解ꎬ当且仅当:
∀ｉ∈１ꎬ􀆺ꎬｋ　 　 ｘｉ－ε≤ｙｉ . (３)

就说 ｘ＝(ｘ１ꎬ􀆺ꎬｘｋ)ε占优 ｙ＝(ｙ１ꎬ􀆺ｙｋ) . 记作 ｘ≺εｙ.
定义 ４(Ｐａｒｅｔｏ最优解) 　 给定一个解 ｘ∗ꎬ它是 Ｐａｒｅｔｏ最优解ꎬ当且仅当:

∃ｘ∈Ｘ　 使得　 ｘ≺ｘ∗ . (４)
定义 ５(Ｐａｒｅｔｏ Ｆｒｏｎｔ) 　 它是将所有的 Ｐａｒｅｔｏ最优解映射到目标向量空间坐标中所形成的几何图形ꎬ

其数学描述如下:
ＰＯＦ＝{ ｆ(ｘ)＝ ( ｆ１(ｘ)ꎬ􀆺ꎬｆｋ(ｘ) ｜ ｘ∈Ｘ} . (５)

１.２　 差分演化算法

差分演化算法(ＤＥ)是一种随机的基于启发式的搜索算法ꎬ该算法采用实数编码的方式ꎬ是一种解决

复杂优化问题的有效技术ꎬ目前已经是一种比较成熟的演化算法ꎬ其具体执行框架如下:
(１)参数赋值ꎬ并产生初始的演化种群 ＰＧ＝０ꎬ令演化代数 ｔ＝ ０ꎻ

—０２１—
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(２)计算初始群体 ＰＧ＝０的适应值ꎻ
(３)如果满足停止条件ꎬ则停止算法的运行ꎬ并输出所得解ꎬ否则转步骤(４)ꎻ
(４)对种群 ＰＧ＝ ｔ进行变异、杂交及淘汰操作ꎬ并产生下一代演化种群 ＰＧ＝ ｔ＋１ꎻ
(５)计算种群 ＰＧ＝ ｔ＋１的适应值ꎻ
(６)演化代数 ｔ＝ ｔ＋１ꎬ转步骤(３) .
需要指出的是ꎬ此处算法 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ使用了一种混合选择的机制[１６]ꎬ具体来说就是在演化前期ꎬ由

于个体离真正的最优解差距较大ꎬ演化指导性不强ꎬ算法直接从演化种群中选择个体进行演化杂交操作ꎬ
但是随着演化的迭代ꎬ后续的个体将越来越逼近真实的 Ｐａｒｅｔｏ 最优解ꎬ此时演化将直接从 Ａｒｃｈｉｖｅ 中选择

个体.

ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ＝
ｒａｎｄｏｍꎬ ｅｖａｌ<(λ×Ｍａｘ＿ｅｖａｌ)ꎬ
ｅｌｉｔｉｓｔꎬ ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ.{ (６)

２　 改进的算法———Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ
２.１　 正交初始化种群

传统的差分演化算法一般都是随机产生初始种群ꎬ这种方法产生的种群一般分布不均ꎬ降低了算法对

初始群体的利用能力. 采用正交设计[１６]的方法产生初始种群能够使初始种群更好地分布在决策向量空间

中ꎬ从而具有更好的分布性和多样性. 正交初始化种群不仅能提高初始种群的利用能力ꎬ同时可以加快算

法的收敛速度.
正交初始化种群的产生主要有两个步骤:
(１)产生正交矩阵[１７]ꎬ它是一种拉丁方矩阵ꎬ用 ＬＲ(ＱＣ)来表示ꎬ具有 Ｑ个不同水平的正交矩阵ꎻ
(２)假设某一优化[１８]ꎬ假设问题的某一决策变量的取值范围为[ ｌꎬｕ]ꎬ对应地将其量化为 Ｑ 个水平

ａ１ꎬａ２ꎬ􀆺ꎬａＱꎬ其计算方法为:
ａｉ ＝ ｌ＋( ｉ－１)(ｕ－１) / (Ｑ－１) 　 ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬＱ. (７)

２.２　 自适应 ε值维持种群多样性

算法在种群更新操作中ꎬ每产生一个子代个体ꎬ不仅要将新个体与父代个体进行比较ꎬ同时还要与归

档集 Ａｒｃｈｉｖｅ中的每个个体进行比较. 在演化的前期ꎬ如果子代个体优于归档集中的个体ꎬ那么直接删除

归档集中被支配的个体ꎻ如果子代个体与归档集中的所有个体都是互不支配的ꎬ那么将新个体加入到归档

集中ꎻ如果新个体被归档集中的某个个体支配ꎬ则抛弃新个体. 在这种情况下ꎬ随着演化的进行ꎬＡｒｃｈｉｖｅ 种
群的规模可能越来越大ꎬ同时分布性越来越差(某个区域内的个体密度很大ꎬ而其他区域的密度很小) . 为
了获得较好的分布性ꎬ同时也为减小存储空间ꎬ算法采用了自适应的 ε 网格来保持群体的多样性. 当
Ａｒｃｈｉｖｅ集的规模达到预定值时ꎬ将 Ａｒｃｈｉｖｅ种群中的个体映射到网格ꎬ使得每个网格中只有一个个体. 然
后用网格的方法来更新. 为了存储映射后的个体ꎬ为 Ａｒｃｈｉｖｅ 中的每个个体分配了一个标识数组 Ｂ ＝ (Ｂ１ꎬ
􀆺ꎬＢｒ)ꎬｒ为目标函数的个数. 标识数组的计算公式如下:

Ｂ ｉ ＝[( ｆｉ－ｆｍｉｎｉ ) / εｉ] 　 ｉ＝ １ꎬ􀆺ꎬｒ. (８)
其中ꎬ ｆｍｉｎｉ 表示第 ｉ个目标函数的最小值ꎬ这个最小值是当前 Ａｒｃｈｉｖｅ 群体中个体的最小值ꎬ它是一直变化

着的. εｉ 是第 ｉ个目标函数的容错差ꎬ利用 εｉ 我们就可以将每个个体都映射到网格中.
为了产生网格需要计算相应的 εｉ 值. 不失一般性ꎬ假设某个目标函数的取值范围为 １≤ｆｉ≤Ｋ(取值范

围的获得来源于 Ａｒｃｈｉｖｅ 群体)ꎬ那么对于有 ｒ 个目标的优化问题ꎬ它将产生[(Ｋ－１) / ε] ｒ 个网格ꎬ在这个

网格中最多能够容纳[(Ｋ－１) / ε] ｒ－１个非支配解(对于双目标就是对角线网格)ꎬ对于具有 ＮＰ 个个体的演

化种群ꎬ我们希望能最多产生出 ＮＰ 个非支配解ꎬ那么它将满足:

ＮＰ＝ Ｋ
－１
ε

æ

è
ç

ö

ø
÷

ｒ－１

. (９)

这样我们就能很容易地计算每一个对应的 εｉ 值. 之所以会有自适应的 εｉ 值是因为在多目标优化问题中ꎬ对
于某个目标而言ꎬ刚开始并不知道它的取值范围ꎬ但是在计算 εｉ 的时候又必须知道其取值范围ꎬ此处对于某

个目标函数的最大值和最小值是从 Ａｒｃｈｉｖｅ种群中的个体得到ꎬ算法认为 Ａｒｃｈｉｖｅ中的个体是目前最优的ꎬ虽
—１２１—
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然它们只是暂时的最优. 随着演化的进行ꎬ对于某个目标函数而言ꎬ它的最大值和最小值可能会发生变化ꎬ这
样我们就能通过这个取值范围的变化随时调整 εｉ 值ꎬ从而调整个体映射到网格中的位置.
算法 １　 自适应 ε占优更新 Ａｒｃｈｉｖｅ种群

ａｄａｐｔｉｖｅ ε￣ｄｏｍｉｎａｔｉｏｎ ｔｏ ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ ａｒｃｈｉｖｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ
ａｓｓｉｇｎ ｉｄｅｎｔｉｆｙ ａｒｒａｙ Ｂａ ｔｏ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｕｓｉｎｇ ｆｏｒｍｕｌａ(８)
ｆｏｒ ａｌｌ ｉ＝ １:ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ＿ｓｉｚｅ ｄｏ

ｉｆ　 Ｂａ[ ｉ]<－３ ｔｈｅｎ
ａｄｄ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｔｏ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
ｆｉｎｄ ｍａｘｉｍｕｍ ａｎｄ ｍｉｎｉｍｕｍ ｏｆ ｅａｃｈ ｏｂｊｅｃｔｉｖｅ
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｉｎ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
ｒｅｇｅｎｅｒａｔｅ ｇｒｉｄꎻｒｅｔｕｒｎꎻ

ｅｎｄ ｉｆ
ｅｎｄ ｆｏｒ
ｆｏｒ ａｌｌ ｉ＝ １:ａｒ＿ｓｉｚｅ ｔｈｅｎ

ｉｆ　 Ｂａ ｄｏｍｉｎａｔｅ Ｂ[ ｉ]
　 　 ｄｅｌｅｔｅ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｉ ｆｒｏｍ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
ｅｌｓｅ ｉｆ　 Ｂ[ ｉ] ｄｏｍｉｎａｔｅ Ｂａ
　 　 ｄｉｓｃａｒｄ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇꎻｒｅｔｕｒｎꎻ
ｅｌｓｅ
　 　 Ｂａ ａｎｄ Ｂ[ ｉ] ｓｈａｒｅ ａ ｓａｍｅ ｇｒｉｄ}
　 　 ｉｆ　 ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ Ｐａｒｅｔｏ ｄｏｍｉｎａｔｅｓ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｉ

ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｒｅｐｌａｃｅ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｉꎻ
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
　 　 ｅｌｓｅ
　 　 　 　 ａｄｄ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｔｏ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
　 　 　 ｅｎｄ ｉｆ
ｅｎｄ ｉｆ

ｅｎｄ ｆｏｒ.
每当一个新个体产生时ꎬ我们就用式(８)来计算此个体的标识数组 Ｂａ . 显然ꎬ如果 Ｂａ[ ｉ] <０ 说明 ｆｉ<

ｆｍｉｎｉ ꎬ此时我们需要更新第 ｉ个目标函数的最小值ꎬ然后重新产生新的网格并将所有个体重新映射到网格

中. 但是为了避免频繁产生新网格而造成的时间耗费ꎬ在本算法中(如算法 １ 所示)只有当 Ｂａ[ ｉ]<－３ 时ꎬ
我们才更新目标函数最小值ꎬ产生新的网格ꎬ然后再将所有个体映射到网格中.
算法 ２　 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ总体算法流程

Ｔｈｅ ｍａｉｎ ｐｒｏｃｅｄｕｒｅ ｏｆ Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ
Ｇｅｎｅｒａｔｅ ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌ ｉｎｉｔｉａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎꎻ
ｆｌａｇ＝ ｔｒｕｅꎬｎｅｖａｌ ＝ ０ꎻ
ｗｈｉｌｅ ｎｅｖａｌ<Ｍａｘ＿ｅｖａｌ

ｆｏｒ ａｌｌ　 ｉ＝ １:ＮＰ
　 　 ｉｆ　 ｎｅｖａｌ<λ∗ Ｍａｘ＿ｅｖａｌ ｔｈｅｎ

Ｒａｎｄｏｍ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎꎻ
Ａｐｐｌｙ ＤＥ / ｒａｎｄ / １ ｔｏ ｔｈｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

　 　 ｅｌｓｅ
　 　 　 Ｅｌｉｔｉｓｔ ｓｅｌｅｃｔｉｏｎꎻ
　 　 　 Ａｐｐｌｙ ＤＥ / ｒａｎｄ / １ ｔｏ ｔｈｅ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
　 　 Ｅｖａｌｕａｔｅ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇꎻ
　 　 ｉｆ　 ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｄｏｍｉｎａｔｅ ｐｏｐ[ ｉ] ｔｈｅｎ
　 　 　 Ｕｓｉｎｇ ｔｈｅ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｒｅｐｌａｃｅ ｐｏｐ[ ｉ]ꎻ
　 　 ｅｌｓｅ ｉｆ　 ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｎｏｎ￣ｄｏｍｉｎａｔｅｄ ｐｏｐ[ ｉ]
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　 　 　 Ａｄｄ ｏｆｆｓｐｒｉｎｇ ｔｏ ｔｈｅ Ｃｈｉｌｄ Ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎꎻ
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
　 　 ｉｆ　 ｆｌａｇ＝ ＝ ｔｒｕｅ ｔｈｅｎ
　 　 　 Ｕｓｉｎｇ Ｐａｒｅｔｏ ｄｏｍｉｎａｎｃｅ ｔｏ ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
　 　 ｅｌｓｅ
　 　 　 Ｕｓｉｎｇ ａｄａｐｔｉｖｅ( ｔｏ ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
　 　 　 Ｃｏｍｂｉｎｅ ｔｈｅ ｐａｒｅｎｔ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ Ｃｈｉｌｄ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ ａｎｄ ｇｅｎｅｒａｔｅ ｔｈｅ ｎｅｘｔ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎꎻ
　 　 ｉｆ　 ａｒ＿ｓｉｚｅ>Ｎ＿Ｆ ＆＆ ｆｌａｇ＝ ＝ ｔｒｕｅ ｔｈｅｎ
　 　 　 Ｇｅｎｅｒａｔｅ ｔｈｅ ｉｎｉｔｉａｌ ｇｒｉｄꎬｍａｐ ａｌｌ ｉｎｄｉｖｉｄｕａｌ ｔｏ ｔｈｅ ｇｒｉｄ ａｎｄ ａｐｐｌｙ ａｄａｐｔｉｖｅ ε￣ｄｏｍｉｎａｔｉｏｎ ｔｏ ｕｐｄａｔｅ ｔｈｅ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ
　 　 　 ｆｌａｇ＝ ｆａｌｓｅꎻ
　 　 ｅｎｄ ｉｆ
ｅｎｄ ｆｏｒ
Ａｄｄ ｅｘｔｒｅｍｅ ｐｏｉｎｔ ｔｏ Ａｒｃｈｉｖｅꎻ

ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ.

３　 算法性能测试与结果分析

３.１　 测试函数

为了测试具有各种特征(凸的、凹的、离散的、均匀分布等)的 Ｐａｒｅｔｏ 前沿的多目标问题ꎬ我们采用了

下面 ５个标准测试函数:
测试用例 １:

ＺＤＴ１　

ｆ１(ｘ) ＝ ｘ１ꎬ

ｆ２(ｘ) ＝ ｇ(ｘ)[１ － (１ － (ｘ１) / ｇ(ｘ)) ０.５]ꎬ

ｇ(ｘ) ＝ １ ＋ ９(∑
ｎ

ｎ ＝ ２
ｘｉ) / (ｎ － １) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ＺＤＴ１中ꎬ决策变量个数 ｎ＝ ３０ꎬ对每一个变量有 ｘｉ∈[０ꎬ１]ꎬ它有凸的 Ｐａｒｅｔｏ最优阵面.
测试用例 ２:

ＺＤＴ２　

ｆ１(ｘ) ＝ ｘ１ꎬ

ｆ２(ｘ) ＝ ｇ(ｘ)[１ － (１ － (ｘ１) / ｇ(ｘ)) ２]ꎬ

ｇ(ｘ) ＝ １ ＋ ９(∑
ｎ

ｎ ＝ ２
ｘｉ) / (ｎ － １) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ＺＤＴ２中ꎬ决策变量个数 ｎ＝ ３０ꎬ对每一个变量有 ｘｉ∈[０ꎬ１]ꎬ它有凹的 Ｐａｒｅｔｏ最优阵面.
测试用例 ３:

ＺＤＴ３　

ｆ１(ｘ) ＝ ｘ１ꎬ

ｆ２(ｘ) ＝ ｇ(ｘ)[１ － (１ － ｘ１ / ｇ(ｘ) － ｘ１ｓｉｎ(１０πｘ１) / ｇ(ｘ))]ꎬ

ｇ(ｘ) ＝ １ ＋ ９(∑
ｎ

ｎ ＝ ２
ｘｉ) / (ｎ － １) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ＺＤＴ３中ꎬ决策变量个数 ｎ＝ ３０ꎬ对每一个变量有 ｘｉ∈[０ꎬ１]ꎬ它有离散的凹的 Ｐａｒｅｔｏ最优阵面.
测试用例 ４:

ＺＤＴ６　

ｆ１(ｘ) ＝ １ － ｅｘｐ( － ４ｘ１)ｓｉｎ６(６πｘ１)ꎬ

ｆ２(ｘ) ＝ ｇ(ｘ)[１ － ( ｆ１(ｘ) / ｇ(ｘ)) ２]ꎬ

ｇ(ｘ) ＝ １ ＋ ９[(∑
ｎ

ｎ ＝ ２
ｘｉ) / (ｎ － １)] ０.２５ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

ＺＤＴ６中ꎬ决策变量个数 ｎ ＝ １０ꎬ对每一个变量有 ｘｉ∈[０ꎬ１]ꎬ它有凹的非一致性分布的 Ｐａｒｅｔｏ 最优

阵面.
测试用例 ５:
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ＤＴＬＺ１　

ｆ１(ｘ) ＝ ０.５ｘ１ｘ２(１ ＋ ｇ(ｘＭ))ꎬ
ｆ２(ｘ) ＝ ０.５ｘ１(１ － ｘ２)(１ ＋ ｇ(ｘＭ))ꎬ
ｆ３(ｘ) ＝ ０.５ｘ１(１ － ｘ１)(１ ＋ ｇ(ｘＭ))ꎬ

ｇ(ｘＭ) ＝ １００[ ｜ ｘＭ ｜ ＋ ∑
ｘｉ∈ＸＭ

(ｘｉ － ０.５) ０.５ － ｃｏｓ(２０π(ｘｉ － ０.５))] .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

ＤＴＬＺ１中ꎬ决策变量个数 ｎ＝ １２ꎬ对每一个变量有 ｘｉ∈[０ꎬ１]ꎬ它是一个三目标的优化问题.
３.２　 评价标准

(１)收敛性(Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ γ)ꎬ用来衡量所求得的最优解集 Ｑ 与真实 Ｐａｒｅｔｏ Ｆｒｏｎｔ 之间的逼近程度ꎬ其
计算公式如下:

γ＝∑
｜ Ｑ｜

ｉ ＝ １
ｄｉ / ( ｜Ｑ ｜ ) . (１０)

其中 ｄｉ 表示 Ｑ中第 ｉ个个体与 ＰＦ中个体的最小欧氏距离. γ的值越小ꎬ表明算法所得到的解集越逼近真

正的 Ｐａｒｅｔｏ前沿ꎬ算法的收敛性也越好ꎬ这是首要的衡量指标.
(２)Δ指标由 Ｄｅｂ等人于 ２００２年提出ꎬ它主要用来评价算法所求解沿 Ｐａｒｅｔｏ前沿分布的均匀程度ꎬ其

计算公式如下:

Δ＝(ｄｆ＋ｄｌ＋∑
｜ Ｑ－１｜

ｉ ＝ １
｜ ｄｉ－􀭵ｄ) / (ｄｆ＋ｄｌ＋( ｜Ｑ－１ ｜ )􀭵ｄ) . (１１)

式中 ｄｉ 是所求的解集 Ｑ中连续 ２个解(已排序)之间的欧式距离ꎬ􀭵ｄ是所有 ｄｉ 的平均值ꎬｄｆ 和 ｄｌ 分别表示

真正 Ｐａｒｅｔｏ前沿与所求得的解集中的边界点的欧式距离ꎬ它主要应用于双目标优化的解集的评估. Δ值越

小ꎬ表明算法的多样性越好ꎬ特别当􀭵ｄ＝ｄｉ 时ꎬΔ＝ ０ꎬ此时算法所求得的解沿着 Ｐａｒｅｔｏ前沿等间距均匀分布.
但是经过分析可知ꎬ这个性能评价指标也有它的缺陷性ꎬ比如:它主要用来评价双目标ꎬ有一定的局限性ꎻ
其次若算法所求得的解中只有 ２个边界点ꎬ也就是说只有 ２个解ꎬ此时 Δ ＝ ０ꎬ但是这里并不能说明算法是

一个好的算法ꎬ而且它更多的是评价算法的分布均匀程度. 但是用它来评价正常算法与测试用例所求的

解ꎬ也是一个有效的评价指标.
３.３　 实验结果与分析

本次实验是在 ＶＣ＋＋６.０下进行的ꎬ实验中每个算法独立运行 ３０次ꎬ然后取其平均值. 在算法中ꎬ演化

参数设置为:种群规模 ＮＰ ＝ １００ꎬ最大适应值评估次数 Ｍａｘ＿ｅｖａｌ ＝ ２５０００ꎬ比例因子 Ｆ ＝ ０.５ꎬ选择控制参数

λ＝ ０.１ꎬ正交设计指数 Ｊ＝ ２ꎬ对于 ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３ꎬＱ＝ ２９ꎻ产生网格时归档种群的规模 Ｎ＿Ｆ＝ １００ꎬ交叉概

率 ＣＲ＝ ０.９. 文中把 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ 算法的运行结果和 ＮＳＧＡ￣ＩＩꎬＳＰＥＡ２ꎬＩＮＳＧＡ￣ＩＩ[１９]ꎬＡＥＰＳＯ[２０]ꎬε￣ＤＥＭＯꎬ
ＮＰＣＡ∗[２１]ꎬＰＢＦＯ[２２]ꎬＤＥＭＯ[２３]ꎬε￣ＤＥＭＯ[２４]进行了比较ꎬ用以验证 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ算法的性能. 表中每个算

法的上行表示算法的均值ꎬ下行表示算法运行所获得的方差.
从表 １ 可以看出ꎬＰａε￣ＯＤＥＭＯ 具有很好的收敛性ꎬ其收敛性在所有的测试用例上都是最优的. 在

ＺＤＴ６和 ＤＴＬＺ１上ꎬＮＳＧＡ￣ＩＩ和 ＳＰＥＡ２ 这两个算法容易陷入到局部 Ｐａｒｅｔｏ 前沿. ＮＳＧＡ￣ＩＩ 算法采用拥挤排

序来排序两个种群ꎬＩＮＳＧＡ￣ＩＩ通过使用循环拥挤排序的策略后也改善了其收敛性ꎬＤＥＭＯ 收敛性较差ꎬ但
是通过 ε占优方法后其收敛性明显有所改善. 但是与 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ相比ꎬ在所有的测试用例上其收敛性都

相差很多ꎬ这表明 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ 能够很好地收敛到真正的 Ｐａｒｅｔｏ 前沿. 通过算法独立运行 ３０ 次的方差可

以看出ꎬ算法同时也具有较好的稳定性.
从表 ２可以看出ꎬ本算法在多样性评价方面也达到了不错的效果ꎬ在 ＺＤＴ１ 测试用例上ꎬ本算法仅次

于 ＩＮＳＧＡ￣ＩＩꎬ在 ＤＴＬＺ１上本算法多样性处于中间水平. 除此之外ꎬ在其他测试用例上本算法都是最优的.
在多样性的维持方面ꎬ算法采用了等间隔的 εꎬ这就确保了任意两个解直接的距离固定在一个较小的范围

内ꎬ这样就可以使得所有的非支配解集能够较好地分布在解空间中. 但是对于不连续的问题ꎬ比如 ＺＤＴ３ꎬ
它将解空间分成了几个间断的部分ꎬ虽然 ε网格依然是等距的ꎬ但是由于它的不连续性使得所求得的解在

各自间断的连续范围内有较好的分布性ꎬ但是断与断之间的解由于距离较远ꎬ从而影响了整体的多样性

值. 此时如果将 ε值扩大一倍ꎬ这样可以使得断内解直接的距离ꎬ与断间边界点之间的距离差值缩小. 通
过实验发现ꎬ对于 ＺＤＴ３用例ꎬ当 ε扩大一倍后ꎬ其多样性值可以达到 ０.４. 通过测试用例 ＺＤＴ３ꎬ也可以发

—４２１—
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现此多样性评价指标也存在着一定的缺陷. 同时通过方差分析可以看出ꎬ算法具有良好的稳定性.
表 １　 各算法收敛性分析比较(加粗表示获得的最好解)

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｎ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ(ｂｅｓｔ ｉｆ ｂｏｌｄｅｄ)

测试函数 ＺＤＴ１ ＺＤＴ２ ＺＤＴ３ ＺＤＴ６ ＤＴＬＺ１

ＮＳＧＡ￣ＩＩ ０.０００ ８９４
０

０.０００ ８２４
０

０.０４３ ４１１
０.０００ ０４２

７.８０６ ８０
０.００１ ６６７

３.７５９ ９７
１.８９２ ５５

ＩＮＳＧＡ￣ＩＩ ０.０００ ５７
０

０.０００ ２７
０

０.００３ ３０
０.０００ ２８

ＳＰＥＡ２ ０.０２３ ２８５
０

０.１６７ ６２
０.０００ ８１５

０.１８４ ０９
０

０.２３２ ５５
０.００４ ９４５

３.２３５ ７３１
１.３８２ ３６

ＡＥＰＳＯ ０.００１ ００
０

０.０００ ７８
０.０００ ０３２

０.００４ ６２
０.０００ ２６

ＤＥＭＯ ０.００５ ５４
０.０００ ６９２

０.１４３ ４５
０.０１２ ３７

０.０７９ ５１
０.００９ ２２

０.５７４ ０３
０.０２９ ３４

０.０６３ ６１
０.１１２ ２９

ＮＰＣＡ∗ ０.０００ ２３６
４.８８ｅ－１０

０.０００ ４４２ ８
４.０９ｅ－８

０.０００ ２３１
３.０８ｅ－１０

０.００１ ７５２
１.２９ｅ－７

０.００４ ０３６
１.８ｅ－７

ＰＢＦＯ ０.０１７ ０
０.００１ ８

０.００５ ８
０.０００ ９

０.００５ ８
０.０００ ９

０.００１ ４
０.００１ ２

ε－ＤＥＭＯ ０.００４ ７６
０.００５ １８

０.０１６ ８２
０.００９ １１

０.００８ ６
０.０００ ８０７

０.５４３ ７２
０.６１４ ８９

０.０４０ ３６５
０.０２３ ６４

Ｐａε－ＯＤＥＭＯ ０.０００ １８７
０.０００ ００９

０.０００ １９５
０.０００ ０１３

０.０００ ２２６
０.０００ ０２１

０.００１ ２３７
０.０００ ４５１

０.００１ ９１１
０.０００ ６４１

表 ２　 各算法多样性分析比较(加粗表示获得的最好解)
Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｎ ｄｉｖｅｒｓｉｔｙ ｏｆ ｅａｃｈ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ(ｂｅｓｔ ｉｆ ｂｏｌｄｅｄ)

测试函数 ＺＤＴ１ ＺＤＴ２ ＺＤＴ３ ＺＤＴ６ ＤＴＬＺ１

ＮＳＧＡ￣ＩＩ ０.４６３ ２９３
０.０４１ ４６２

０.４３５ １１２
０.０２４ ６０７

０.５７５ ６０６
０.００５ ０７８

０.６４４ ４７７
０.０３５ ０４２

０.９５０ ２３
０.２６５ ４

ＩＮＳＧＡ￣ＩＩ ０.２４０ ７３
０.０００ １７

０.４００ ５７
０.１５９ ３８

０.５６９ ６３
０.００１ ３６

ＳＰＥＡ２ ０.４７２ ２５４
０.０９７ ０７２

０.４７３ ８０８
０.０９３ ９００

０.６０６ ８２６
０.１９１ ４０６

０.６７０ ５４９
０.０７７ ００９

０.８５０ ７６６ ５
０.２３６ ５４

ＡＥＰＳＯ ０.５５７ ４３
０.００１ ４２

０.５１９ ０１
０.０００ ９５

０.５５１ ８２
０.０００ ８７

ＤＥＭＯ ０.３３６ ４８
０.０３７ ４４

０.６８２ ９９
０.０４０ ９５

０.７０６ ６９
０.０５３ ６５

０.８６２ ５
０.０４４ ５３

０.４６３ ８３
０.０７４ ８２

ＮＰＣＡ∗ ０.４０２ ２６６
０.０００ ５５２

０.５１１ １５７
０.００２ １０１

０.５８０ ０１９
０.０００ ４２２

０.４６３ ２５３
０.００２ １０４

ε￣ＤＥＭＯ ０.３２１ ８７
０.０２２ ６２

０.３６５ ９３
０.０３４ ７

０.４８５ ７５
０.０２７ ４８

０.５１８ ６３
０.２７７ ６１

０.４３４ ６５
０.０８３ １６

Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ ０.２８８ ６９４
０.００３ ５０

０.３０４ １３８
０.０２８ ４１

０.４８４ ４１８
０.０２７ ５３

０.２４８ ２３６
０.００１ ５４

０.５２０ １９７
０.０６１ ２

图 １　 ＺＤＴ１ 运行结果

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ ｏｆ ＺＤＴ１ ａｔ Ｄ＝３０

　 　 综上所述ꎬ从收敛性和多样性两个角度考虑ꎬ显然算法都取得了不错的效果. 但是 Ｚｉｔｚｌｅｒ等人[２５]指出

仅采用数值评价标准并不能完全反应算法性能的优劣. 为此ꎬ文中将程序所得的解在 Ｍａｔｌａｂ 上进行了图

形化的显示ꎬ以更直观的方式来了解算法的性能. 图 １ ~图 ５ 为 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ 一次运行所绘制的 Ｐａｒｅｔｏ 前
沿ꎬ并与真正的 Ｐａｒｅｔｏ前沿进行了比较.

通过 ＺＤＴ１、ＺＤＴ２、ＺＤＴ３、ＺＤＴ６、ＤＴＬＺ１的运行图像(图 １~图 ５)
可以看出ꎬ文中提出的 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ 能够很好地逼近真实的 Ｐａｒｅｔｏ
前沿ꎬ并且能够完全且均匀地覆盖整个 Ｐａｒｅｔｏ 前沿. 也就是说ꎬ本文

提出的算法在收敛性和多样性上都有较好的效果ꎬ它是有效的. 值
得注意的是ꎬ在 ＤＴＬＺ１中ꎬ设定的种群规模只有 １００个ꎬ对于一个三

目标优化问题ꎬ它的种群规模是比较小的ꎬ在我们建立网格的时候可

能会出现那种与大众个体有很大差异的个体. 所以在第一次建立网

格的时候有一个剔除差异性解的过程. 剔除差异性个体的过程是通

过计算种群中每个个体到其他所有个体的欧式距离的平均值. 对于

那些平均值较大众个体差别很大的个体ꎬ算法将其剔除.
—５２１—
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图 ２　 ＺＤＴ２ 运行结果

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ ｏｆ ＺＤＴ２ ａｔ Ｄ＝３０
图 ３　 ＺＤＴ３ 运行结果

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ ｏｆ ＺＤＴ３ ａｔ Ｄ＝３０

图 ４　 ＺＤＴ６ 运行结果

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ ｏｆ ＺＤＴ６ ａｔ Ｄ＝１０
图 ５　 ＤＴＬＺ１ 运行结果

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｐａｒｅｔｏ ｆｒｏｎｔ ｏｆ ＺＴＬＺ１ Ｄ＝１２

４　 结束语

本文提出了一种简单的基于自适应 ε占优的正交多目标差分演化算法. 新算法的主要改进之处在于

使用了自适应的 ε占优来更新 Ａｒｃｈｉｖｅ种群ꎬ以自适应的方式维持种群的多样性、分布性.
通过 ５ 个标准测试用例对 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ 进行测试ꎬ并与 ＮＳＧＡ￣ＩＩ、ＳＰＥＡ２、ＩＮＳＧＡ￣ＩＩ、ＡＥＰＳＯ、ＤＥＭＯ、

ＮＰＣＡ∗和 ε￣ＤＥＭＯ算法进行了比较ꎬ实验结果表明 Ｐａε￣ＯＤＥＭＯ具有很好的收敛性和多样性ꎬ且算法稳定

性好.
通过算法运行图像ꎬ可以看出ꎬ在切线斜率趋于 ０ 或者∞的时候ꎬ算法取点是比较稀疏的. 作者今后

的工作将致力于调整 ε网格的密集度ꎬ也就是说 ε网格将不再是等间距的ꎬ在切线斜率趋于 ０或者∞时ꎬε
网格将会很密集ꎬ其他的地方 ε网格将会相对稀疏.
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