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[摘要] 　 具有复杂拓扑结构的树木枝干重建问题是国内外研究的一个热点和难点. 本文提出了一种有效且鲁

棒的树木枝干重建算法. 首先在原始树木点云上建立基于黎曼流形的 Ｄｅｌａｕｎａｙ邻域关系ꎬ然后将所有顶点当作

位置约束加 Ｌａｐｌａｃｅ方程ꎬ再迭代地解 Ｌａｐｌａｃｅ方程将点云收缩到我们预想的程度ꎬ然后利用聚类和连接算法得

到一个初步的树木枝干ꎬ最后再通过修复得到最终的树木枝干. 本文的算法在对含笑树和樱花树上进行了验证ꎬ
实验结果表明该算法有很好的重建效果.
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１　 相关工作

模型的重建工作在计算机图形学、计算机可视化等领域的应用中是一个非常基本的问题. 目前ꎬ具有

简单拓扑结构的模型重建已有多种相对成熟的方法. 例如有基于 Ｖｏｒｏｎｏｉ图的几何方法和 Ｌｅｖｅｌ￣ｓｅｔ 方法.
Ａｕｊａｙ等人[１]在 ２００７年提出的 Ｖｏｒｏｎｏｉ图的几何方法能直接处理点云数据ꎬ但其显著缺点是对噪声数据

比较敏感. 由 Ｓｅｔｈｉａｎ和 Ｏｃｈｅｒ[２]于 １９８８年提出的 Ｌｅｖｅｌ￣ｓｅｔ方法同样受噪声数据的影响ꎬ而且由于其提取

的骨架常丢失一些模型特征ꎬ所以显得较为粗糙. 由于树木的拓扑结构非常地复杂ꎬ如何对树木枝干进行

有效的重建模拟是亟待解决的问题ꎬ如果重建出来的枝干过于粗糙则会不足以表现树木的复杂特征ꎬ枝干

过于细节化过多则可能导致模型过于复杂ꎬ从而造成实用性不大的劣势.
本文提出了一种新的可处理具有复杂拓扑结构的树木枝干重建算法ꎬ大致可以分为以下几个步骤:首

先进行原始点云三角化. 先根据黎曼流形 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化方法建立原始点云之间的邻域关系. 然后计算

点云的拉普拉斯矩阵. 根据第一步建立的连接关系ꎬ构建拉普拉斯加权矩阵. 接着解拉普拉斯方程. 将所

有点看成是全局的位置约束加入矩阵ꎬ解一个线性最小平方问题ꎬ得到新的顶点的位置并更新拉普拉斯矩
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阵的收缩权和约束权. 然后计算前后两次点云的总面积比率ꎬ决定继续迭代还是结束. 若小于 ０.１ 则结束

迭代ꎬ否则继续迭代. 接着顶点聚类和连接得到初步的树木枝干骨架. 最后计算初步树木枝干骨架的最小

生成树并修复该树得到最终的树木枝干.
与现有的树木枝干重建算法的方法比较ꎬ本文的算法对噪声数据不是很敏感ꎬ能直接处理具有复杂拓

扑结构的点云并且对于具有残缺的点云数据也有很好的重建效果ꎬ所重建出来的树木枝干稳定性比较好.

２　 黎曼流形 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角化

基于黎曼流形 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化的一个重要研究领域是生成算法. 目前存在的文献主要集中解决以下

这两类问题:(１)在黎曼流形的研究区域内指定黎曼度量ꎬ然后在参数空间中按照给定的黎曼度量生成网

格ꎬ其要解决的核心问题就是计算研究区域的测地距离. (２)直接在黎曼流形上生成 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角化ꎬ采
用的方法多为波前推进法.
２.１　 黎曼流形

定义 １　 给定一个有 ｎ 个顶点的点云数据ꎬ设顶点集合 Ｍ是该点云数据集合的一个三维拓扑流形ꎬＡ
是 Ｍ的一个 Ｃ微分结构ꎬ则称(ＭꎬＡ)是一个三维 Ｃ微分流形. Ｃ微分流形也称为光滑流形.

定义 ２　 给定一个有 ｎ个顶点的点云数据ꎬ设顶点集合 Ｍ是一个三维光滑流形ꎬｇ是顶点集合 Ｍ上一

个光滑的二阶协变张量场ꎬ假如 ｇ是对称、正定的ꎬ即对于每一个数据点 ｐ∈Ｍꎬｇ(ｐ)是切空间 ＴｐＭ上的一

个对称、正定的二阶协变张量ꎬ则称该二阶协变张量场 ｇ是顶点集合 Ｍ上的一个黎曼度量ꎬ指定了黎曼度

量的光滑流形称为黎曼流形ꎬ记为(Ｍꎬｇ)ꎬ黎曼流形中具有了度量. 因此ꎬ在黎曼流形上存在有距离的概

念ꎬ而在其他流形上则没有.
２.１.１　 测地线

黎曼流形中最值得研究的曲线是测地线ꎬ测地线是黎曼流形上两点之间的局部最短距离ꎬ它是黎曼流

形的内蕴几何特征. 黎曼流形上测地线和测地距离的定义如下:
定义 ３　 仿射联络空间(ＭꎬＤ)中的一条光滑曲线 γ:Ｉ→Ｍ称为测地线ꎬ如果它的切向量 γ′( ｔ)沿 γ 是

平行的切向量场ꎬ即
Ｄ
ｄｔ
ｄγ
ｄｔ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝Ｄγ′γ′( ｔ)＝ ０. (１)

定义 ４　 设(Ｍꎬｇ)是一个三维黎曼流形ꎬｐ和 ｑ分别为 Ｍ上的两点ꎬ则 ｐ到 ｑ的测地距离为 Ｍ上连接

ｐ和 ｑ的最短测地线的长度ꎬ记为 ｄ(ｐꎬｑ) . 若用 γ:[ａꎬｂ]→Ｍ表示 Ｍ上连接 ｐ和 ｑ的最短测地线ꎬ则

ｄ(ｐꎬｑ)＝ ∫ｂ
ａ
｜γ′( ｔ) ｜ ｄｔ ＝ ∫ｂ

ａ
＿γ′( ｔ)ꎬγ′( ｔ) － ｄｔ. (２)

２.１.２　 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化

黎曼流形 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化是欧氏空间 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化在黎曼空间的自然推广. 欧氏空间 Ｄｅｌａｕｎａｙ三
角化的定义不再赘述. 黎曼空间中研究 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角化是以测地距离为度量标准. 下面给出黎曼流形的

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化的定义.
定义 ５　 设 Ｍ是一个三维黎曼流形ꎬｓ为 Ｍ上的有限点集ꎬＴ( ｓ)是 ｓ 的一个三角网格ꎬ如果对于任意

一个 ｔꎬｔ∈Ｔ( ｓ)都存在外接测地线 Ｄꎬ并且满足 Ｄ∩ｓ＝⌀ꎬ则 Ｔ( ｓ)是点集的一个 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化.
２.２　 基于坐标卡的生成算法

本文采用黎曼流形的观点描述研究对象ꎬ并基于坐标卡生成三维黎曼流形的网格. 该方法分为两个

步骤:采用黎曼流形的观点描述对象ꎬ即:黎曼流形的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化. 根据初始数据建立坐标卡ꎬ坐标卡

覆盖流形的整个区域. 以坐标卡为基础ꎬ按照指定的度量要求ꎬ采用弹性力学模型在流形上均匀布点ꎬ并
根据分布点生成 Ｄｅｌａｕｎａｙ网格.

设研究对象为三维黎曼流形 Ｍꎬ描述它的初始数据是三角网格 ＴＮꎬ它具有任意亏格ꎬ下面将建立该初

始网格的坐标卡(Ｕꎬφ)ꎬ并进一步生成 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网格.
２.２.１　 建立坐标卡

(１)坐标卡的几何形态. 在初始网格 ＴＮ 上取一点 ａꎬ找到其周围的点并与 ｏ 组成点集 ＰＳ. 以 ｏ 为原
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点ꎬＰＳ的最小二乘面为 ＸＹ平面ꎬ建立局部坐标系 ＬＣ. 在 ＬＣ 内采用距离加权法生成 ＰＳ 的最小二乘曲面

Ｆ(ｕꎬｖ)＝ ａ１ｕ２＋ａ２ｕ２＋ａ３ｕｖ＋ａ４ｕ＋ａ５ｖ＋ａ６ꎬ将曲面与原始数据的拟合误差控制在 ｅ范围内ꎬ则坐标卡的几何形

态可由 Ｆ(ｕꎬｖ)描述ꎬ局部坐标系上黎曼流形与欧氏空间的映射采用垂直映射.
(２)坐标卡的范围. 欧氏空间中ꎬ坐标卡的范围采用椭圆 Ｅ 描述ꎬ设 ｏ 点处的黎曼度量所确定的黎曼

椭圆为 Ｅｃꎬ则 Ｅ的长轴(短轴)方向与 Ｅｃ的短轴(长轴)方向一致ꎬＥ的长短轴比例与 Ｅｃ的比例相同ꎬ这样

描述范围的优势是坐标卡能够更精确地拟合原始数据. 坐标卡在黎曼流形上的范围由函数 Ｆ(ｕꎬｖ)决定ꎬ
其定义域为 Ｅ. 此外ꎬ要求坐标卡在黎曼流形上的范围落在原点 ｏ 的测地凸邻域内ꎬ以保证坐标卡内

Ｄｅｌａｕｎａｙ三角化的存在性.
(３)转换函数. 黎曼流形Ｍ的全局坐标系为 ＧＣꎬ设全局坐标系 ＧＣ到局部坐标系 ＬＣ的映射为 Ｔꎬ局部

坐标系 ＬＣ到全局坐标系 ＧＣ的映射为 Ｔ－１ . 可以推出ꎬ黎曼流形 Ｍ上坐标卡覆盖的区域 Ｕ 到欧氏空间区

域 Ｅ的映射为 φ＝Ｆ－１ｏＴꎬ欧氏空间区域 Ｅ 到黎曼流形上区域 Ｕ 的映射为 φ－１ ＝ Ｔ－１ｏＦ. 坐标卡(Ｕｉꎬφｉ)与
(Ｕ ｊꎬφｊ)之间的转换函数定义为 ψｉｊ ＝φｏｊ φｉ－１ .

(４)坐标卡集. 后继坐标卡的局部坐标原点选在已存在坐标卡范围边界上ꎬ并记录坐标卡之间的连接

关系. 算法主要步骤如下:①在初始网格 ＴＮ 上取一点 ｏꎻ②找到点集 ＰＳꎬ并求得坐标卡的几何形态 Ｆꎻ
③定义坐标卡的映射函数、混合函数ꎬ并计算它的范围ꎻ④求得坐标卡集合ꎬ并定义黎曼流形的混合函数.
２.２.２　 生成网格

(１)布点

对于布点有 ２个要求:①要满足指定的黎曼度量ꎻ②最终点分布要均匀ꎬ满足网格的存在条件. 为此ꎬ
本文采用弹性力学布点. 假设给定黎曼流形 Ｍ定义域上的黎曼度量控制函数为 ｇ(ＵꎬＶ)ꎬ按以上要求ꎬ布
点步骤如下:

①在坐标卡(ＵｉꎬＵｉ)的局部坐标系中初始布点ꎬ同时考虑了度量函数 ｇ(ＵꎬＶ)ꎻ
②根据转换函数 ψｉｋꎬ将坐标卡(ＵｉꎬＵｉ)中的点映射到它的连接卡(Ｕｋꎬφｋ)中ꎬ其中 ｋ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎꎬ表示 ｎ

个连接卡ꎻ
③对所有的坐标卡执行①和②步骤ꎬ直到所有卡中初始布点结束ꎻ
④采用弹性力学模型ꎬ以坐标卡为单位迭代计算黎曼流形上每个点的位置ꎬ直到所有点均匀分布. 布

点时采用测地距离计算ꎬ测地距离可以采用数值的方法计算ꎬ也可以采用简化的方法ꎬ数值方法计算结果

更准确些ꎬ速度也会慢些.
(２)生成网格

在布点基础上ꎬ生成黎曼流形的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网格ꎬ步骤如下:
①在坐标卡(ＵｉꎬＵｉ)的局部坐标系中ꎬ采用 Ｄｅｌａｕｎａｙ空洞算法生成三角网格ꎬ记三角网格为 ξｉꎻ
②根据转换函数 ψｉｋꎬ将坐标卡(Ｕｉꎬφｉ)中的三角形映射到它的连接卡(Ｕｋꎬφｋ)中ꎬ其中 ｋ ＝ １ꎬ􀆺ꎬｎꎬ表

示 ｎ个连接卡ꎻ
③对所有坐标卡执行步骤①和②ꎬ直到生成黎曼流形的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角网格ꎬ记作 ｉꎻ
④记 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网格顶点 ｖｉ 的环邻域内 ｋ 个原始点为该点的邻域ꎬ记作 Ｎｉ ＝ { ｐｒｏｊ ( ｖｉꎬ１ )ꎬ

ｐｒｏｊ(ｖｉꎬ２)ꎬ􀆺ꎬｐｒｏｊ(ｖｉꎬｋ)} .

３　 曲面重建

曲面的表示和处理是计算机图形学中十分重要的课题. 简单地来说ꎬ三维模型的表示方式基本就决定了

它能用到的技术和应用领域. 例如比较流行的逐片线性曲面表示ꎬ如何显示三角网格、如何研究其拓扑性质

等都有直接的方法. 另一方面ꎬ三角网格表示在许多造型需求上显得不够好. 而且ꎬ通常扫描得到的曲面非常

复杂ꎬ经常会带有噪声ꎬ这需要滤波、重采样和压缩等几何处理手段来处理ꎬ使得其方便进行存储和传输.
３.１　 拉普拉斯算子和曲面微分表示

３.１.１　 拉普拉斯算子定义

假设 Ｍ＝(ＶꎬＥꎬＦ)是一个有 ｎ 个顶点的三角网格ꎬ其中 Ｖ 表示顶点集合ꎬＥ 表示边集合ꎬＦ 表示面集

合ꎬδｉ 是点 ｖｉ 的微分表示形式:

—０３１—
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ξｉ ＝(ξ(ｘ)ｉ ꎬξ(ｙ)ｉ ꎬξ( ｚ)ｉ )＝ ∑
ｊ∈Ｎ( ｉ)

ｗ ｉｊ(ｖｉ－ｖｊ) . (３)

ｗ ｉｊ ＝
ω ｉｊ
∑

( ｉꎬｋ)∈Ｅ
ω ｉｋ
. (４)

其中 Ｎ( ｉ)＝ { ｊ ｜ ( ｉꎬｊ)∈Ｅ} .
一般拉普拉斯矩阵中对于权重的选取有以下两种:
(１)ωｉｊ ＝ １ꎬ
(２)ωｉｊ ＝ｃｏｔα＋ｃｏｔβ.
其中(１)表示的是均匀权ꎬ此时

δｉ ＝
１
ｄｉ
∑ ｊ∈Ｎ( ｉ)

(Ｖｉ－Ｖ ｊ) . (５)

称作 Ｕｎｉｆｏｒｍ Ｌａｐｌａｃｅ算子ꎬ上面式子是积分
１
｜ γ ｜ ∫ｖ∈δ (Ｖｉ－Ｖ ｊ)ｄｌ(ｖ)的离散表示形式ꎬ其中 γ 是点云曲面上

绕 ｖｉ 的任意封闭的点云曲线. 同是的 ｜ γ ｜长度ꎬ利用微分几何学中的知识可知

ｌｉｍ
｜ γ ｜→０

１
｜ γ ｜ ∫ｖ∈δ (Ｖｉ－Ｖ ｊ)ｄｌ(ｖ)＝ －Ｈ(ｖｉ)ｎｉ . (６)

其中 Ｈ(ｖｉ)是顶点 ｖ处的平均曲率ꎬｎ 是该点法向量. 因此ꎬ微分坐标向量的方向是局部法向方向的近似ꎬ
大小和局部平均曲率的比例近似. 直观上ꎬ这意味着 δ坐标包含局部点云曲面形状的性质. 该权值比较适

合于均匀的点云数据ꎬ对于复杂且分布不规则的点重建效果不是很好. (２)表示的是余切权ꎬＭｅｙｅｒ等人提

出了用余切权重代替均匀权. 此时

δｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎ( ｉ)

(ｃｏｔαｉｊ＋ｃｏｔβｉｊ)(ｖｉ－ｖｊ) . (７)

称作 Ｃｏｔａｎｇｅｎｔ Ｌａｐｌａｃｅ算子ꎬ是对 Ｌａｐｌａｃｅ算子采用与几何信息相关的离散方法. 由于余切权可能是负数ꎬ
并且当角度比较大时会带来一些问题.
３.１.２　 点的势函数

在文中我们利用其他方法来计算点之间的权值ꎬ我们都知道虽然散乱数据点的分布没有规律ꎬ但是数

据点的分布和相互作用决定了重构曲线的形状和走向ꎬ每个数据点对重构曲线的贡献受其他数据局点分

布的影响ꎬ散乱 Ｓ中的数据点 ｐ′对数据点 ｐ的影响用如下函数表示:

ｆ(Ｐ)＝ ｅ
－ ｜ ｐ－ｐ′ ｜

２

２σ２

２πσ
. (８)

其中 δ是调节变量. 在式中ꎬ数据点 ｐ′与点 ｐ距离越远ꎬ函数值越小ꎬ说明这两个数据点的相互影响越小.
数据点集 Ｓ中所有数据点对点 ｐ影响的总和称为点 ｐ的势函数值. 定义数据点 ｐ的势函数如下:

Ｆ(Ｐ)＝ ∑
Ｐｉ∈Ｓ

ｅ
｜ ｐ－ｐ′ ｜ ２

２σ２

２πσ
. (９)

在上述定义的函数关系下ꎬ数据点的势函数值越大ꎬ表明该点对重构曲线的贡献越大ꎻ反之ꎬ对重构曲

线的贡献越小ꎬ作为干扰点的可能性越大. 局部势函数值较大的数据点形成的峰基本反映了数据点集的

形状和走向. 式中 δ是一个可变参数ꎬ势函数形成的曲面形状随 δ的变化而变化. 实验发现 δ值较大时ꎬ势
函数图中峰比较平滑. 峰过于平滑或者尖锐对重构曲线都是不利的. δ 取值为采样密度时ꎬ重构曲线效果

较好. 数据点集 Ｓ的采样密度指:对数据点集 Ｓ内任意数据点 Ｐ′ꎬ都存在另外一个数据点 Ｐ ｊꎬ使得 Ｐ ｊ－Ｐ ｉ≤
δ成立. 采样密度 δ由下列方法估计得到:在数据点集 Ｓ中随机选取 ｍ０ 个数据点 ｐꎬ得到每一个点的 ｋ－邻
域ꎬ计算每一个点到该点 ｐ的距离ꎬ记为 ｓｉꎬ则采样密度为:

δ＝ １
ｍ０
∑
ｍ０

ｉ ＝ １
Ｓｉ . (１０)

由以上的分析可知ꎬ势函数值大的数据点对原始点云重构曲线的贡献较大. 在连通图 Ｇｒａｐｈ′中ꎬ这些

—１３１—
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点相连的边距离重构曲线较近ꎬ是要最终进行搜寻的目标. 根据数据点集的分布情况和 Ｄｅｌａｕｎａｙ 三角网

格的分布性质相似ꎬ这些边的长度也较短. 利用图论中求解最短路径的方法求解这些边ꎬ要求距离重构曲

线近的边权值小ꎬ因此定义 Ｇｒａｐｈ′中边的权值与该边两个端点的势函数值成反比ꎬ与该边的长度成正比:

Ｗｅｉｇｈｔ(‹Ｐ ｉꎬＰ ｊ›)＝
‖Ｐ ｉ－Ｐ ｊ‖
Ｆ(Ｐ ｉ)＋Ｆ(Ｐ ｊ)

. (１１)

３.１.３　 微分坐标重建曲面

我们用上面定义点云曲面的微分表示ꎬ就不同的问题ꎬ对微分坐标做不同的计算ꎬ最终进行点云曲面

重建. 这是因为 Ｌａｐｌａｃｅ矩阵 Ｌ 是奇异的. ｒａｎｋ(Ｌ)＝ ｎ－ｋꎬ其中 ｋ是 Ｍ的连通分支数. 假设 Ｍ是连通的ꎬ即
ｋ＝ １ꎬ那么需要添加一个顶点的笛卡尔坐标来约束增加矩阵的秩. 给出 Ｍ上顶点的位置作为约束条件ꎬ通
常是多个顶点作为约束. 即 ｃ为空间位置己知的顶点的下标集合ꎬ因此有 ｜ ｃ ｜个额外的方程

ｘ ｊ ＝ ｃｊꎬ　 ｊ∈ｃ　 δ＝
１
ｍ０
∑
ｍ０

ｉ ＝ １
Ｓｉ .

ｃ是顶点 ｖ的分量的坐标不失一般性ꎬ假设 ｃ＝(１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)ꎬ则线性方程组的形式如下:
Ｌ
ｗＩｍ∗ｎ{ } ｘ＝

ｗｃｌｍ
δｘ{ } . (１２)

记上式中左边的系数矩阵为 Ｌ. 增加的约束使得线性方程组是超定的(方程数多于未知变量数)ꎬ一
般来说方程组无解. 但是这个方程是满秩的ꎬ解这个方程组得到的是最小平方意义下的解:

􀭴ｘ＝ａｒｇｍｉｎ(‖Ｌｘ－δ‖２＋∑
ｊ∈Ｃ
ω２ ｜ ｘ ｊ－ｃｊ ｜ ２) . (１３)

实验结果表明ꎬ通过这个方法得到的结果还是较为满意的.
３.２　 基于拉普拉斯算子的曲面重建算法

目前在三维网格模型或者体素化模型上提取骨架的方法比较多ꎬ而直接在点云上提取骨架的方法较

为罕见. 本章提出了一个有效并且鲁棒的点云曲线骨架提取方法. 该方法的特点是仅利用了点云的几何

位置信息来提取骨架. 大致步骤如下:首先根据黎曼流形的方法来建立散乱点之间的连接关系ꎬ根据这个

连接关系ꎬ我们构建拉普拉斯加权矩阵ꎬ并且将所有点看成全局的位置约束ꎬ通过解一个线性最小平方问

题ꎬ将点云进行收缩ꎬ收缩的结果是使得点云初步到达其自然骨架附近. 接着根据本文提出的一种聚类点

云的方法ꎬ对收缩后的点云进行聚类. 将聚类后的点看作关键点ꎬ然后根据本文的连接手术将这些关键点

连接成线ꎬ得到初步的曲线骨架. 将初步的曲线骨架看成一个图ꎬ计算该图的最小生成树ꎬ最后修复该最

小生成树从而得到最终的曲线骨架.
３.２.１　 构建拉普拉斯矩阵

经过前几步得到了每个顶点的邻域后ꎬ我们就可以根据这些邻域信息构建拉普拉斯加权矩阵. 通常

拉普拉斯矩阵会有权值ꎬ在这里我们取由点之间的势函数所计算的边权:

ωｉｊ ＝(‹ｐｉｐ ｊ›)＝
‖ｐｉ－ｐ ｊ‖
Ｆ(ｐｉ)＋Ｆ(ｐ ｊ)

. (１４)

３.２.２　 点云收缩

当得到拉普拉斯矩阵ꎬ继而得到一组点云顶点的微分坐标 δ ＝ＬＶ ＝ [δＴ１ꎬδＴ１ꎬ􀆺ꎬδＴ１] Ｔ 后ꎬ我们希望找到

一组新的顶点 ｖ′ꎬ使得 ＬＶ′＝ ０. 然而 Ｌ 是奇异的. 为了防止得到零解我们将顶点的位置赋以权值作为软约

束. 于是我们将解方程

ＬＶ′＝ ０. (１５)
转化为解方程

ＷＬＬ
ＷＨ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ｖ′＝

０
ＷＨＬ

æ

è
ç

ö

ø
÷ . (１６)

其中 ＷＬ 和 ＷＨ 均为对角矩阵. ＷＬ 控制收缩的力度ꎬ控制保持原有位置的力度. ＷＬ(ＷＨ)的第 ｉ个对角线

元素记为 ＷＬꎬｉ、ＷＨꎬｉꎬ注意该方程是超定的ꎬ这样我们得出的解是在最小平方意义下的解ꎬ等价于极小化下

面的函数.
—２３１—
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‖ＷＬＬＶ‖２＋∑
Ｉ

Ｗ２
Ｈ‖Ｖｉ′－Ｖｉ‖２ . (１７)

第一项对应收缩约束ꎬ第二项对应保形约束.
通过解拉普拉斯方程ꎬ将点云上的点沿着我们估计出来的法向方向移动一定的步长ꎬ这样做的结果是

将点云的细节部分和噪声部分进行了光滑. 如果我们不加任何顶点约束ꎬ那么解的结果是将所有点收敛

到一个点上ꎬ这不是我们想要的结果. 因此需要给拉普拉斯方程增加约束ꎬ具体我们将点云上所有点看成

是位置约束点加入方程组.
解一次该最小化方程ꎬ通常不能一下子将点云收缩到我们满意的位置. 我们需要用迭代的方法重复多

次ꎬ直到点云上的点收缩到可以接受的程度. 通过前几次解方程后ꎬ去掉了一些高频的细节和噪声ꎬ新的点云

会有一个较明显的收缩. 但是在每次解完方程后ꎬ下一步的迭代过程中如果保持权值不变ꎬ对点云的继续收

缩将不再有效果ꎬ点云仍然会保持在原来的位置上. 因此要能继续收缩点云ꎬ我们需要每次更新这两个权值.
具体而言ꎬ每次迭代前ꎬ要能继续收缩ꎬ对每一个顶点增加其收缩权 ＷＬ 的值. 但是为了防止过度地收缩ꎬ也
要根据该顶点收缩的程度ꎬ确定其约束权 ＷＨ 的值. 顶点收缩的程度我们用其邻域面积确定. 计算出每个顶

点在收缩前的邻域面积和收缩后邻域面积的差ꎬ对于差值越大的点ꎬ也就是收缩程度越大的顶点ꎬ给它赋以

更大的位置约束权. 相反ꎬ对于差值越小的点ꎬ给的位置约束权也相对较小. 收缩算法的步骤如下:

(１)对第 １次迭代ꎬ解方程
ＷＬＬ
ＷＨ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷ Ｖ′＝

０
ＷＨＬ

æ

è
ç

ö

ø
÷ ꎬ得至新的顶点位置 ｖｔ＋１ .

(２)更新权值 Ｗｔ＋１
Ｌ ＝ ｓｌＷｔ

ｌꎬＷｔ＋１
Ｈꎬｊ ＝Ｗ０

Ｈ Ａ０ｉ / Ａｔｉ . 其中 Ａ０ｉ 和 Ａｔｉ 分别是顶点域的面积和最初邻域的面积.
(３)根据第 １步解得的新的顶点的位置 Ｖｔ＋１ꎬ构建新的拉普拉斯矩阵 Ｌ ｔ＋１步ꎬ返回第一步.
在我们的实验中ꎬ计算顶点的 ｋ－邻域时选取 ｋ ＝ ０.０１２ ｜ ｖ ｜ ꎬ其中 ｜ ｖ ｜是点云的数量. 初始的收缩权和约

束权 Ｗ０
Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０

Ｈ ＝ １.０ꎬ取 ＳＬ ＝ ２.０或者 ＳＬ ＝ ３.０. 实验表明这样选取的权值通常不到 １０ 次的迭代ꎬ就可以

将点收缩到较好的位置ꎬ如果 ＳＬ 越大ꎬ则每次收缩的幅度越大ꎬＷ０
Ｈ 越大ꎬ则迭代的次数会更多.

３.２.３　 点云聚类

收缩后的点云在分支处和节点处的点的密集程度不同. 一般在节点处点云分散地较大. 我们需要区

分分支和节点的点云ꎬ并且将节点处的点云尽可能地再次收缩.
识别出节点ꎬ将这些节点用其重心代替. 整个点云基本上成线状分布ꎬ在该点云上做聚类. 算法简要

步骤如下:
(１)设定一个邻域值 Ｋ. 从任意一个点出发ꎬ找出其 Ｋ－邻域ꎬ将其放入一个聚类当中ꎬ并作上标记.
(２)判断是否所有点都在某个聚类中ꎬ如果是则停止迭代ꎬ转第 ４步ꎻ否则转到第 ３步.
(３)再接着找下一个点和它的 Ｋ－邻域ꎬ如果这些点已经属于某个聚类ꎬ则跳过ꎬ继续找下一个ꎻ否则

标记为新的聚类.
(４)将聚类里的点用其重心坐标代替ꎬ从而得到一些关键点.
聚类的过程中我们将关键点和原始点云的对应关系做了存储. 这样在后面的连接中根据原始点云的

连接关系做粗连接.
３.２.４　 连接关键点

(１)粗连接

将收缩的点云聚类后得到了一些关键点. 利用这些关键点ꎬ我们构造一个无向图 Ｇ. 因为我们保存了

聚类点和原始点云之间的对应关系ꎬ所以关键点的连接关系可以通过计算其与原始点云对应的点的连接

关系. 当两个关键点对应的原始点云上的两组点集的 Ｄｅｌａｕｎａｙ 邻域有重合的部分ꎬ则认为这两组点集是

相邻关系ꎬ继而将对应的两个关键点视为相邻. 这样连接的一个问题是会出现 ３ 个或者更多个关键点相

互连接的情况. 这是因为这些点对应的原始点云的 Ｄｅｌａｕｎａｙ 邻域都有重合的部分. 这样的方法不会有遗

漏有效采样点的问题出现.
(２)最小生成树简化连接

粗连接根据上一步建立得到的无向图 Ｇꎬ为每一条边计算其长度作为它的权值. 计算该图的最小生成

树从而得到点云的初步曲线骨架. 但是由于最小生成树不存在封闭的环ꎬ这对于有亏格的点云ꎬ计算得到
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的曲线骨架的拓扑不能保持一致. 因此这样的曲线骨架需要进一步修正.
(３)修正曲线骨架

通过前两步的操作ꎬ有可能出现 ３ 个或者更多个关键点相互连接的情况. 对于这样的问题ꎬ我们很容

易找出最小生成树的所有叶子节点ꎬ一一判断每两个叶子节点是否在原来的粗连接中. 如果在粗连接中ꎬ
则将它们再次相连.

４　 实验和比较

本节给出实验的结果和分析. 本节所有的实验均运行于 ＡＭＤ Ｅ－３５０ Ｐｒｏｃｅｓｓｏｒ １.０６ ＧＨｚ ＣＰＵ、４ ＧＢ内

存的 ＰＣ机上.
１)实验结果分析

图 １是在樱花树上进行的实验验证图ꎬ从(ａ)到(ｃ)收缩权值更新的力度取值分别为 ０.５、１、２ꎬ更新次数

为 ２次ꎬ从图中可以看出当更新的力度取值为 ２时ꎬ所获得的中间效果比较好ꎬ基本上也能反映出原始树木

枝干的轮廓. 图 ２是在含笑树上的实验图ꎬ从(ａ)到(ｃ)控制收缩的力度取值分别为 ０.５、１、２ꎬ更新次数为 ２
次ꎬ从图中可以看出当收缩的力度取值为 １时ꎬ所获得的效果比较好. 图 ３是在樱花树上的实验图ꎬ从(ａ)到
(ｃ)控制保持原有位置的力度取值分别为 １、３、５ꎬ从图中可以看出当取值为 ３的时候重建的效果比较好.

(１)不同权值对实验结果的影响

图 １　 权值 ＳＬ 的影响

实验中取 Ｗ０Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０Ｈ ＝ １.０ꎬ迭代次数为 ２次ꎬ从图(ａ)到(ｃ)ＳＬ 取值分别为 ０.５、１、２

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ ＳＬ

Ｗ０Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０Ｈ ＝ １.０ ａｎｄ ｉｔｅｒａｔｅ ２ ｔｉｍｅｓ. Ｆｒｏｍ ｆｉｇｕｒｅ(ａ) ｔｏ(ｃ)ꎬＳＬ ｉｓ ０.５ꎬ１ꎬ２ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ

图 ２　 权值 Ｗ０
Ｈ 的影响

实验中取 Ｗ０Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０Ｈ ＝ ３.０ꎬ迭代次数为 ２次ꎬ从图(ａ)到(ｃ)ꎬＷ０Ｈ 取值分别为 ０.５、１、２

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ Ｗ０
Ｈ

Ｗ０Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０Ｈ ＝ ３.０ ａｎｄ ｉｔｅｒａｔｅ ２ ｔｉｍｅｓ. Ｆｒｏｍ ｆｉｇｕｒｅ(ａ) ｔｏ(ｃ)ꎬＷ０Ｈ ｉｓ ０.５ꎬ１ꎬ２ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ

表 １　 樱花树实验参数

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｃｈｅｒｒｙ ｔｒｅｅ

试验次数 更新力度 收缩力度 控制力度

１ ０.５ １ ３
２ １ １ ３
３ ２ １ ３

表 ２　 含笑树实验参数

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｏｆ ｍｉｃｈｅｌｉａ ｆｉｇｏ

试验次数 更新力度 收缩力度 控制力度

１ ２ ０.５ ３
２ ２ １ ３
３ ２ ２ ３
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图 ３　 权值 Ｗ０
Ｌ 的影响

实验中取 Ｗ０Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０Ｈ ＝ ３.０ꎬ迭代次数为 ２次. 从图(ａ)到(ｃ)ꎬＷ０Ｌ 取值分别为 １、３、５

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｔｈｅ ｉｍｐａｃｔ ｏｆ Ｗ０
Ｌ

Ｗ０Ｌ ＝ １.０ꎬＷ０Ｈ ＝ ３.０ ａｎｄ ｉｔｅｒａｔｅ ２ ｔｉｍｅｓ. Ｆｒｏｍ ｆｉｇｕｒｅ(ａ) ｔｏ(ｃ)ꎬＷ０Ｌ ｉｓ １ꎬ３ꎬ５ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ

　 　 (２)最终重建结果

图 ４　 最终的树木枝干重建效果

图(ａ)、(ｂ)分别为最终重建出来的含笑树和樱花树的枝干

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｒｅｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎ
Ｆｒｏｍ ｆｉｇｕｒｅ (ａ) ｔｏ (ｂ) ｉｓ ｃｈｅｒｒｙ ｔｒｅｅ ａｎｄ ｍｉｃｈｅｌｉａ ｆｉｇｏ ｓｅｐａｒａｔｅｌｙ

２)实验复杂度分析
表 ３　 不同的方法在含笑树上的效率分析

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ
ｏｎ ｍｉｃｈｅｌｉａ ｆｉｇｏ

方法 时间 / ｓ 内存 / ＫＢ

基于 Ｄｉｊｋｓｔｒａ的方法 １５３ ３５
基于 Ｌ－参数系统的方法 １６５ ２６
基于离散曲率的方法 １９７ ３０

本文的方法 １３４ １３

表 ４　 不同的方法在樱花树上的效率分析

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ ａｎａｌｙｓｉｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅｔｈｏｄｓ
ｏｎ ｃｈｅｒｒｙ ｔｒｅｅ

方法 时间 / ｓ 内存 / ＫＢ

基于 Ｄｉｊｋｓｔｒａ的方法 ２６５ ２３.６５
基于 Ｌ－参数系统的方法 ２８１ ２７.２０
基于离散曲率的方法 ３０５ ４８.３５

本文的方法 ２１４ ２１.９５

　 　 ３)结论

本文的算法所用的数据含笑树有 ６ ８８５个样本点、樱花树有 ３６ ６１９个点ꎬ从图中可以看出实验结果很

理想. 因为在建立拉普拉斯矩阵时需要建立点云的邻域关系ꎬ而三角网格本身就带有邻域关系ꎬ故而本文

提出的点云曲线重建算法能够很容易地移植到网格的曲线重建上. 因为网格的邻域是本身带有的ꎬ不需

要计算ꎬ可以预见在网格上进行曲线重建会更加鲁棒. 本算法对于有亏格和有残缺的点云也有很好的重

建效果. 尽管本文的算法有以上诸多的优点ꎬ但是依旧还有一些问题有待进一步解决. 比如对于点云中出

现的平面或接近平面形状的部分ꎬ用本文提出的算法效果则不是很理想. 这是因为在这些部分收缩的点

云不能很好地呈线性分布ꎬ用 ＰＣＡ的方法会将该部分识别为节点ꎬ从而对点云曲线骨架的拓扑一致性产

生一定的影响ꎬ这样实验的结果会产生较大的误差.
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