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两类保险业务时保险公司的调节系数和再保险策略
李启才

（南京师范大学数学科学学院，江苏 南京 210023）

［摘要］ 考虑保险公司面临两类保险业务下的最优再保险问题 . 一类保险业务的索赔量分布波动较大，采用方

差保费原理 . 而另一类索赔业务的索赔量分布比较集中，采用期望值保费原理 . 在破产概率最小化准则下，得到

保险公司相应的最优比例和超额损失再保险策略 .
［关键词］ 保费原理，再保险，调节系数，破产概率

［中图分类号］F830.91 ［文献标志码］A ［文章编号］1001-4616（2015）04-0042-05

Adjustment Coefficient and Reinsurance Policy Under
Two Types Businesses for Insurer

Li Qicai

（School of Mathematical Sciences，Nanjing Normal University，Nanjing 210023，China）
Abstract：This paper discussed a reinsurance problem under two types businesses. The first insurance claims exhibit
large fluctuations，the variance premium principle is more suitable than expected premium principle. Whereas，the sec⁃
ond claims exhibit central tendency，the expected premium principle should work well. Under the criterion of minimiz⁃
ing the ruin probability，optimal proportional and excess-of-loss reinsurance policies are obtained.
Key words：premium principle，reinsurance，adjustment coefficient，ruin probability

企业风险管理（Enterprise Risk Management，ERM）在当今全球化、技术化、信息化、竞争日趋激烈的

复杂商业环境时代，已经成为业界和学术界关注的热点问题 . 人们意识到企业面临着来自内部和外部

的各种风险，只有通过有效的风险管理，才可以减少潜在的不利影响，增加企业的收益 . 保险公司通过

购买再保险，把自身承担的风险部分或全部转移给其他保险公司，可以达到避免巨额损失、分散风险、

稳定经营的目的 . 因此，再保险成为保险公司有效管理和控制风险的重要手段之一 . 常用的再保险策略

有比例再保险和超额损失再保险 . 利用随机控制理论，Schmidli［1］，Taksar 和 Markussen［2］等在期望值保

费原理下，研究了破产概率最小化下的最优比例再保险策略 . 华婷和梁志彬［3］，梁志彬和郭军义［4］分别

以期望效用最大化和破产概率最小化为目标研究了保险公司最优比例再保险和比例-超额损失组合再

保险问题 .
多数文献都只研究了单一的保险业务和再保险策略，与其不同，本文考虑保险公司面临两类保险

业务时的最优再保险问题 . 一类业务的索赔风险比较集中，宜采用期望值保费 . 而另一类业务的索赔

风险波动很大，宜采用方差保费 . 大量文献结果表明，在期望值保费原理下，超额损失再保险总是优于

比例再保险（如 Bai 和Guo［5］）. 而Hip和 Taksar［6］又表明在扩散风险模型下，当采用方差保费原理时，比

例再保险最优 . 基于上述背景，本文利用扩散过程逼近保险公司的盈余过程，在调节系数最大化下，研

究两种业务采用不同保费原理时不同形式的最优再保险策略 . 文献［7-8］也考虑了类似的双险种业务

下的再保险策略问题，但均以期末财富效用最大化为目标，其中［8］仅考虑了相依风险下比例再保险

策略 .
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1 再保险模型

考虑直保公司面临两类索赔的经典风险模型

U(t) = u +(c1 + c2)t -∑
i = 1

N1(t)
Yi -∑

i = 1

N2(t)
Zi ， （1）

其中，u = u1 + u2 是保险公司的初始资本，而 ci 是第 i类保险业务的保费率，i = 1,2 . 第 1类业务的索赔过程

∑
i = 1

N1(t)
Yi 与第 2类业务的索赔过程∑

i = 1

N2(t)
Zi 为相互独立的两个复合泊松过程，索赔次数过程 Ni(t) 是参数为 λi 的

泊松过程，i = 1,2 . 为简洁起见，记 Y 为与索赔量 Yi, i = 1,2,⋯ ，同分布的随机变量，且 Y 的分布函数为

F(y) ，假定其存在非负的有限的一、二阶矩，其中，μ1 = EY ，σ2
1 = EY 2 ；记 Z 为与索赔量 Zi, i = 1,2,⋯，同分

布的随机变量，且 Z 的分布函数为 G(z)，它的一、二阶矩存在均非负有限，其中，μ2 = EZ ，σ2
2 = EZ2 .

直保公司对同一类业务按相同保费原理收取保费和支出再保费 . 假定，直保公司第 1类业务的索赔

波动较大（例如人身伤害险），而第2类业务索赔相对较为集中（例如车险），因此按下列方式收取保费：

业务1：方差保费原理：

c1 = λ1 μ1 + η1λ1σ
2
1 ， （2）

业务2：期望值保费原理：

c2 =(1 + η2)λ2 μ2 ， （3）
其中，ηi ( > 0)为第 i线业务的安全载荷系数，i = 1,2 .

基于前述引言所述，直保公司第 1类业务通过购买比例再保险转移风险，比例自留水平为 qt（简洁起

见，记为 q），即每笔索赔 Y ，直保公司承担 qY ，剩余的 (1 - q)Y 由再保公司承担，其中 q ∈[0,1] . 第 2类业务

通过购买超额损失再保险转移风险，自留水平为 at（简记为 a），即每笔索赔 Z ，直保公司承担 min(Z,a) ，
再保公司承担 Z -min(Z,a)，其中 a ∈[0, ∞) . 记，

μ2( )a = E[ ]min(Y,a) = ∫0a[1 - G(z)]dz ， （4）
σ2

2( )a = E[ ]min(Y,a) 2 = ∫0a2z[1 - G(z)]dz . （5）
直保公司支出的再保费率为：

业务1：方差保费原理：

c
q

1 = λ1(1 - q)μ1 + θ1(1 - q)2λ1σ
2
1 ， （6）

业务2：期望值保费原理：

ca2 =(1 + θ2)λ2 μ2 -(1 + θ2)λ2 μ2( )a ， （7）
其中，θi 为再保公司第 i (i = 1,2) 类业务的安全载荷系数，不失一般性，我们假定 θi > ηi ，即我们考虑的是

非便宜再保险，否则，直保公司可以通过再保所有的索赔风险获得套利 .
于是在再保险策略控制下的盈余过程满足下列微分形式：

dUq,a(t) = c(q,a)dt - dæ
è
çç

ö

ø
÷÷q∑

i = 1

N1(t)
Yi - dæ

è
çç

ö

ø
÷÷∑

i = 1

N2(t)min(Zi,a) ，U
q,a(0) = u， （8）

式中，

c(q,a) = c1 - cq

1 + c2 - ca2 = qλ1 μ1 +(η1 - θ1(1 - q)2)λ1σ
2
1 +(η2 - θ2)λ2 μ2 +(1 + θ2)λ2 μ2(a) . （9）

根据［9］，上述盈余过程可以近似为扩散过程

dXq,a(t) = μ(q,a)dt +σ(q,a)dW (t)， （10）
其中，

μ(q,a) =(η1 - θ1(1 - q)2)λ1σ
2
1 +(η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a)， （11）

σ2
2(q,a) = q2λ1σ

2
1 + λ2σ

2
2(a) . （12）

类似［4］，要求保费率η1、η2、q1、q2满足使得期望收益μ（q，a）>0，即保险业务的净利润非负 .
定义盈余过程（10）的破产时间为
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t
q,a = inf{ }t:Xq,a( )t ≤ 0 ， （13）

最终破产概率为

ψ
q,a(u) = P(t q,a

<∞|Xq,a( )0 = u) . （14）
2 优化问题

2.1 破产概率和调节系数

首先得出调节系数的表达式以及调节系数与破产概率的关系 .
定理1 随机过程 { }exp{ }-R(q,a)Xq,a(t) ，t≥ 0 是指数鞅过程，且有

ψ
q,a(u) = e -R(q,a)u ， （15）

其中

R(q,a) = 2[ ]η1 - θ1(1 - q)2λ1σ
2
1 + (η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a)

q2λ1σ
2
1 + λ2σ

2
2(a) . （16）

证明 由保险盈余过程（10）式，可以得到

E[ ]exp{ }-r(q,a)Xq,a（t） - u = exp{ }-r[ ]η1 - θ1(1 - q)2λ1σ
2
1 + (η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a) + 12 r2[ ]q2λ1σ

2
1 + λ2σ

2
2(a) .

记

g(r) = r[ ]η1 - θ1(1 - q)2λ1σ
2
1 + (η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a) - 12 r2[ ]q2λ1σ

2
1 + λ2σ

2
2(a) .

根据本节的条件，方程 g(r) = 0 有唯一正根

R(q,a) = 2[ ]η1 - θ1(1 - q)2λ1σ
2
1 + (η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a)

q2λ1σ
2
1 + λ2σ

2
2(a) ，

从而 E[ ]exp{ }-R(q,a)( )X
q,a（t） - u = 1 .

于是 { }exp{ }-R(q,a)Xq,a(t) ，t≥ 0 是指数鞅 . 这里的 R(q,a) 就是模型（10）所对应的调节系数（Lundberg
指数）. 因为扩散近似的盈余过程达 0以下必先达 0，所以利用标准的鞅方法（见［9］），可以直接得出保险

盈余模型（10）下的破产概率为 ψ
q,a(u) = e-R(q,a)u .

2.2 优化目标

从调节系数和破产概率的关系表达式（15），可以看出最小化破产概率等价于最大化调节系数 . 我们

的目标是求出最优控制（比例再保险和最优超额损失再保险）策略 (q*,a*)，使得调节系数最大化，从而使得

破产概率最小化 .
R: = R(q*,a*) = sup

q ∈ [ ]0,1 ,a ∈ [ )0,+∞
R(q,a) . （17）

结合定理1的证明，知R是方程

sup
q ∈ [ ]0,1 ,a ∈ [ )0,+∞

g(R) = 0 （18）
的最小正根 . 于是我们的问题转化为求解模型（18）.
3 优化问题的求解

定理2 本文模型下的最优比例再保险自留水平为

q* = 2θ12θ1 + R ， （19）
a* = θ2 /R， （20）

式中R为保险公司的最优调节系数，即（17）式 .
证明 注意到模型（18）中

g( )R = R[ ]η1 - θ1( )1 - q 2 + ( )η2 - θ2 λ2 μ2( )a - 12 R2[ ]q2λ1σ
2
1 + λ2σ

2
2( )a ， （21）
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根据一阶条件
∂g
∂q = 2θ1( )1 - q λ1σ

2
1R - qλ1σ

2
1R

2 = 0， （22）
解得第1类业务的最优比例再保险为：q* = 2θ12θ1 + R ∈ ( )0,1 .

同理，由一阶条件：
∂g
∂a = θ2λ2[ ]1 - G( )a R - λ2a[ ]1 - G( )a R2 = 0， （23）

解得第2类业务的最优超额损失再保险为：a* = θ2
R

∈ ( )0,∞ .
注 1 虽然两类业务的索赔相互独立，但两类业务共同影响保险公司的调节系数，而调节系数由两类

业务的参数共同决定，所以从最优策略表达式看出，两类保险业务策略相关 . 可以看出，两类保险业务的

最优再保险自留额都随着各自的再保险率增加而增加，这符合直观，因为再保费越高（再保险成本越高），

直保公司越倾向自留更多的风险 .
注 2 为了得出最优策略，必须解出最优的调节系数R，为此需要将最优比例再保险和最优超额损失

再保险策略代回方程（18）. 但这样并不容易得出R，故换下列方法进行 .
注意到 R = θ2

a* ，代入最优比例再保险策略，得到

q* = 2θ1
2θ1 + θ2 /a* ， （24）

将 R = θ2
a* ，q* = 2θ1

2θ1 + θ2 /a* 代入方程（18），经整理即得到方程

f (a*) = é
ë
êê

ù

û
úúη1 - θ1θ

2
2

(2θ1a
* + θ2)2

λ1σ
2
1 +(η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a*) a* - 12

é

ë
êê

ù

û
úú

æ

è
ç

ö

ø
÷

2θ1a
*

2θ1a
* + θ2

2
λ1σ

2
1 + λ2σ

2
2(a*) θ2 = 0 . （25）

定理3 上述方程（25）中的最优超额损失再保险 a* 唯一存在，且为正值 .
证明 记

f (a) = é
ë
ê

ù

û
úη1 - θ1θ

2
2

(2θ1a + θ2)2 λ1σ
2
1 +(η2 - θ2)λ2 μ2 + θ2λ2 μ2(a) a - 12

é

ë
êê

ù

û
úú

æ
è
ç

ö
ø
÷

2θ1a2θ1a + θ2

2
λ1σ

2
1 + λ2σ

2
2(a) θ2 ，

经简单计算有，

f (0) = 0， f ′(0) =(η1 - θ1)λ1σ
2
1 +(η2 - θ2)λ2 μ2 < 0，

f ″(a) = 4θ1a
(2θ1a + θ2)3λ1σ

2
1 + θ2λ2[ ]1 - G( )a > 0， lim

a→+∞ f (a) = +∞，

因此方程 f ′(a) = 0 存在唯一的正根 a* .
证明了第 2类业务的最优超额损失再保险策略 a* 存在后，a* 可以由方程（25）利用数值解得到，然后

带到（24）中，得到第 2类业务最优比例再保险策略，利用最优策略和调节系数的关系，从而可以得到保险

公司的最优调节系数

R = θ2
a* ， （26）

以及最小破产概率为

ψ(u) = inf
q,a ψ

q,a(u) = e -Ru . （27）
至此，完成了最优再保险策略和调节系数及破产概率的求解 .

4 数值演示

为了演示最优策略的变化，以下列简单数值分析为例，由于关键是方程（25）中最优超额损失再保险

的求解，故仅演示超额损失再保险和破产概率的数值图形，而比例再保险（（24）式可得）和调节系数（（26）
式可得）的图形略去 .
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例 1 设索赔强度 λ1 = λ2 = 1，σ1 = 1，μ1 = 1，两类业务的保费率相等 η1 = η2 ，记为 η ，再保费率也相

等 θ1 = θ2 ，记为 θ . 第2类索赔Z服从标准的指数分布，即 Z~Exp(1) .
图 1演示了第 2类业务的超额损失再保险随着再保费率 θ演变的情形 . 与注 1一致，可以看出随着再

保险率 θ递增，超额损失再保险自留额也递增 . 即再保险的成本提高时，保险公司将自留更多的风险 . 相
反，当保费率 η 增加时，保险公司则转出更多的风险 .

图 2演示了破产概率（固定外生参数下利用（25）、（26）式可得）随初始盈余演变的情形 . 可以看出破

产概率在超额损失再保险达到最优值 a* = 0.550 5 时最小 . 图中最小破产概率曲线的参数分别为

θ1 = θ2 = 1，η1 = η2 = 0.7 ，其它参数即例 1中设定值 . 经计算，此时第 1类业务的最优比例再保险自留水平

q* = 0.524 0 ，最优调节系数 R = 1.816 5 .

图1 再保费率对超额损失再保险策略的影响

Fig.1 The effect of reinsurance premium rate
on XL policy

图2 初始盈余对破产概率的影响

Fig.2 The effect of initial surplus
on the probability

5 结语

本文用两个独立的复合泊松过程描述保险公司面临的两类索赔风险，考虑一类索赔分布波动较大，

而另一类索赔比较集中，因而分别采用方差和期望值保费原理收取（支出）保费（再保费）. 使用方差保费

原理的第 1类业务通过购买比例再保险转移风险，使用期望值保费原理的第 2类业务通过购买超额损失

再保险转移风险 . 利用扩散近似模型，以破产概率最小化为目标，得到了最优比例再保险策略和最优超额

损失再保险策略 . 两类索赔过程相关形成相依风险时的最优策略问题值得进一步研究 .
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