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最大化调节系数的最优比例再保险和破产概率
——扩散逼近模型
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［摘要］ 在一类新的保费原理——期望-标准差保费原理下，讨论了扩散逼近（简称为D-A）模型中使得调节系

数最大化的最优再保险问题，并且得到了最优再保险策略和最小破产概率的清晰表达式 . 最后通过一些数例和

图表反映了模型中的参数对最优值的影响 .
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Optimal Proportional Reinsurance and Ruin Probability to
Maximize the Adjustment Coefficient

——Diffusion-Approximation Risk Model
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Abstract：Using a different premium principle—mean-standard deviation premium principle，we solve the optimal rein⁃
surance problem in the diffusion-approximation（D-A for short）case to maximize the adjustment coefficient. We derive
the explicit expressions for the optimal proportional reinsurance strategy and the minimum ruin probability. In the end，
some numerical examples are presented to show the impact of model parameters on the optimal strategies.
Key words：adjustment coefficient，diffusion approximation，proportional reinsurance，ruin probability

保险公司在收取保费的同时也将承担支付保额的风险 .有时可能会因为支付保额过高而导致破产 .
因此，怎样采取合理策略（比如：合理的再保险或投资策略）使公司风险达到最小或者收益达到最大是保

险公司急需解决的问题 . 最近，在一些文献中，站在保险人的角度，最优风险控制问题被广泛研究，随机控

制理论和相关工具得到了广泛的应用 . 他们通常在所研究的风险模型中，假设累积索赔过程是复合Pois⁃
sion过程或者是带漂移的布朗运动 . 在一定的假设条件下，通过最大化或者最小化某个目标函数，最终获

得最优策略和值函数的近似值，例如，Browne［1］以最小折现惩罚为最优准则，Schmidli［2-3］以达到最小破产

概率（或者达到最大生存概率）为最优准则，考虑了下面的一个或者两个控制变量来使得破产概率达到最

小：（1）投资风险资产，（2）购买比例再保险，在扩散逼近模型（D-A模型）中，获得了最优结果的清晰表达

式，Gerber and Shiu［4］以最大期望折现分红为最优准则等等 .
文献［5-8］都在力求找到使得调节系数最大化的最优再保险策略，而且，大多数都是基于期望保费原

理或者是方差保费原理来求得最优的再保险策略 . 而文献［９］讨论了期望-标准差保费原理下跳扩散模

型（J-D模型）中最优再保险问题 . 本文也是以最大化调节系数为最优准则，同样在期望-标准差保费原理
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下讨论了D-A模型中的最优再保险问题 .
1 模型

在经典风险模型中，盈余过程 { }Xt t≥ 0 可以写成

Xt = u + ct - St ， （1）
其中 u≥ 0 是初始盈余，c 是保费率，St 表示到时间 t 为止的累积索赔额 .我们假设 St =∑

i = 1

N ( )t

Yi 是复合 Pois⁃
son过程，也就是说，N ( )t 是具有密度参数为 λ的齐次Poisson过程 . Yi, i≥ 1是独立同分布，且分布函数为

F( )y 的正值随机变量序列 .期望值 E( )Yi 记为 μ ，矩母函数 MY ( )r = EerY1 . 索赔次数过程 N ( )t 也独立于

Yi, i≥ 1 .有关经典破产理论的介绍可以参考文献 [ ]10 .
定义 1 期望-标准差保费原理：c = ( )1 + α E( )X + γ Var( )X ，其中 X 是保险人承担的单位风险，α 和

γ 为非负常数 .
很显然，当 γ = 0 时即为期望保费原理，α = 0 时即为标准差保费原理 .
文中讨论带干扰布朗运动的风险过程，同时，假设保险人在 t 时刻可以以水平 q ∈ ( ]0,1 来购买比例再

保险，即，保险人自留 qSt ，把 ( )1 - q St 转给再保险人 .在期望-标准差保费原理下，有 c = ( )1 + θ1 λμ + θ2σ ，

再保险保费率 δq = ( )1 - q [ ]( )1 + η1 λμ + η2σ ，其中 θ1 、θ2 是保险人的安全负荷，而 η1 与 η2 是再保险人的安

全负荷，σ2 = λμ2 = λEY 2
i .不失一般性，我们假设 η1 > θ1 ，η2 > θ2 . 此时盈余过程可以表示为

X
q

t = u + ( )θ2 - η2 + qη2 σt + ( )θ1 - η1 + q + qη1 λμt + βBt - qSt ， （2）
其中 β≥ 0 是常数，{ }Bt, t≥ 0 是一独立于 { }N ( )t , t≥ 0 和 { }Yi, i≥ 1 的标准布朗运动，扩散项 βBt 代表累积

索赔或保费收入中的不确定的部分 [ ]11 .
为了满足净利润的条件，也就是说，盈余过程的期望值非负，必须有 ( )θ2 - η2 + qη2 σ + ( )θ1 - η1 + qη1 ×

λμ > 0 ，即 q > q̄ = 1 - θ1λμ + θ2σ
η2σ + η1λμ

. 否则，对于 u≥ 0 有 ψ
q( )u ≡ 1[ ]12 .

本文讨论的是经典风险模型中的扩散逼近模型的最优再保险问题 . 假设累积索赔过程是带漂移的布

朗运动，也就是说

Ŝt = at -σWt ， （3）
这里 { }Wt, t≥ 0 是另一个标准布朗运动 . Ŝt 可以看成是复合 Poission 过程 St 的扩散逼近［10］，其中

a = λμ .假设布朗运动 Bt 和Wt 是相关的，而且他们的相关系数是 ρ ，即 E( )WtBt = ρt .
把（2）中的 St 用 Ŝt 代替，通过化简，得到以下新的盈余过程

X̂
q

t = u + ( )θ2 - η2 + qη2 σt + ( )θ1 - η1 + qη1 at + βBt + qσWt，q ∈(q̄,1] . （4）
令 τ

q

D = inf{ }t≥ 0:X̂ q

t < 0 是D-A模型中的破产时间，ψ
q

D( )u = P( )τ
q

D <∞| X̂ q

0 = u 是D-A模型中最终破产

概率 .
2 最优再保险策略与破产概率

根据鞅方法，我们可以得到以下定理：

定理1 { }e-RD( )q X̂
q
t , t≥ 0 过程是鞅 . 因此

ψ
q

D( )u = e-RD( )q u
， （5）

其中

RD( )q = 2[ ]( )θ2 - η2 + qη2 σ + ( )θ1 - η1 + qη1 a

β2 + q2σ2 + 2βqσρ . （6）
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证明 根据式（4），不难得 E
æ

è
ç

ö

ø
÷e-ræ

è
ö
ø

X̂
q
t - u = eé

ë
ù
û

-r( )θ2 - η2 + qη2 σ - r( )θ1 - η1 + qη1 a + 12 r2( )β2 + q2σ2 + 2βqσρ t .
令 g͂( )r = -r[ ]( )θ2 - η2 + qη2 σ + ( )θ1 - η1 + qη1 a + 12 r2( )β2 + q2σ2 + 2βqσρ ，等 式 g͂( )r = 0 有 一 个 正 根 ：

RD( )q = 2[ ]( )θ2 - η2 + qη2 σ + ( )θ1 - η1 + qη1 a

β2 + q2σ2 + 2βqσρ ，从而 E
æ

è
ç

ö

ø
÷e-RD( )q æ

è
ö
ø

X̂
q
t - u = 1，即 { }e-RD( )q X̂

q
t , t≥ 0 过程是鞅 . 这里 RD( )q 是

调节系数，或者称为Lundberg指数 .
根据标准鞅方法［10］，我们能直接得到 ψ

q

D( )u = e-RD( )q u . 证毕 .
接下来，我们试图去寻找使得破产概率达到最小的最优再保险策略 q* ，即

ψD( )u : = inf
q ∈ ( ]q̄,1 ψ

q

D( )u =ψq*
D ( )u .

根据式（5），可知使破产概率最小的最优再保险策略也是使调节系数最大的最优再保险策略 . 所以去

寻找 q* ，使得 RD = RD( )q* = sup
q ∈ ( ]q̄,1

RD( )q .
我们发现，当 r = RD 时，函数 g͂( )r 是非负的，也就是说 RD 为以下方程的解

inf
q ∈ ( ]q̄,1{ }-r[ ]( )θ2 - η2 + qη2 σ + ( )θ1 - η1 + qη1 a + 12 r2( )β2 + q2σ2 + 2βqσρ = 0 . （7）

对 g͂( )r 中变量 q进行求导，得到 qmax = æ
è
ç

ö
ø
÷

η2
σ

+ aη1
σ2

1
r
- βρ

σ
，则 q* = qmax ∧ 1 .

当 q* = qmax < 1，把 qmax 代入等式（7），得到 R+,- = B1 ± B2
1 + β2( )1 - ρ2 ( )aη1 + η2σ

2

β2σ( )1 - ρ2 ，其中 B1 = ( )θ2 - η2 σ2 +
a( )θ1 - η1 σ - η2 βρσ - aη1 βρ . 为使 ψ

q

D( )u 最小，只有正根 R+ 有效 . 因此最小破产概率为

ψD( )u = e-R+u ，

最优再保险策略

q* = æ
è
ç

ö
ø
÷

η2
σ

+ aη1
σ2

1
R+ - βρ

σ
，

其中

R+ = B1 + B2
1 + β2( )1 - ρ2 ( )aη1 + η2σ

2

β2σ( )1 - ρ2 . （8）
当 q* = 1时，把 q* = 1代入等式（7），得到

R1 = 2( )θ2σ + aθ1
β2 +σ2 + 2βρσ ， （9）

最小破产概率是 ψD( )u = e-R1u .
因此我们得到

定理2 模型（4）中使得破产概率最小的最优策略是

q* = é
ë
ê

ù

û
ú

æ
è
ç

ö
ø
÷

η2
σ

+ aη1
σ2

1
R+ - βρ

σ
∧ 1， （10）

最小破产概率是

ψD( )u = e-RDu ， （11）
其中

RD = ìí
î

R+ , q̄ < q* < 1 ,
R1 ,q* = 1 . （12）

定理3 令 ρ = 0 ，RJ 是 J-D模型中的最大调节系数［9］. 那么以下结论成立：

ψD( )u ≤ e-RJu . （13）
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证明可以参考文献［13］.
注 1 从定理 3可以看到，Lundberg不等式仍然成立 .尽管这意味着 ψD( )u 不会太多高估 J-D模型中的

破产概率 ψ
q*( )u ，但前者却很有可能低估后者，这在实务中是非常严重而且可怕的 .

3 数值分析实例

在这部分，假设索赔额 { }Yi 服从参数为 1/μ指数分布，且 θ1 = η1 = 0 . 定义 ψ1( )u 是 J-D模型中当 q = 1的

破产概率 .
引理1 [ ]9 假设 { }Yi 服从参数为1/μ指数分布，使得 J-D模型中调节系数最大的最优策略为：

q* = é
ë
êê

ù

û
úú

1
μ
æ

è
ç

ö

ø
÷1 - a

a + aη1 + η2σ
/RJ ∧ 1， （14）

其中

RJ =
B2 + B2

2 - 2β2é

ë
êê

ù

û
úúλ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

a + aη1 + η2σ
a

- 1 - a + aη1 + η2σ
μ

æ

è
ç

ö

ø
÷1 - a

a + aη1 + η2σ

β2 （15）
是最大调节系数，当 q* < 1 . 其中 B2 = ( )θ2 - η2 σ + ( )θ1 - η1 a .

当 q* = 1，最大调节系数是：

RJ =
μ( )θ2σ + a + aθ1 + 12 β2 - é

ë
ù
û

μ( )θ2σ + a + aθ1 + 12 β2
2 - 2β2 μ( )θ2σ + aθ1

μβ2 . （16）
根据等式（16）和［11］，可以得到以下结论：

引理2 假设索赔额 { }Yi 服从参数为1/μ指数分布，且 β = 1，q≡ 1，破产概率为：

ψ1( )u = C1e-r1u + C2e-r2u ， （17）
其中

C1 = ( )μr1 - 1 r2
r1 - r2 ，C2 = ( )μr2 - 1 r1

r2 - r1 ，

r1 =
μ( )λμ + θ2σ + 12 - é

ë
ù
û

μ( )λμ + θ2σ + 12
2 - 2μθ2σ

μ
，

r2 =
μ( )λμ + θ2σ + 12 + é

ë
ù
û

μ( )λμ + θ2σ + 12
2 - 2μθ2σ

μ
.

例1 令 a = λμ = 3，θ2 = 0.3，η2 = 0.4 ，σ2 = 2λμ2 = 6( )σ2 = 0.16 . 结果见图1、2.

图1 参数 β对调节系数 R的影响

Fig.1 The effect of β on R

图2 参数 β对最优再保险策略 q∗ 的影响

Fig.2 The effect of β on q*

从图 1可以看出调节系数随着 β 的增加而减小，这意味着累积索赔或保费收入中的不确定部分越多

风险越大 . 此外，正如定理 3所证明的，D-A模型中最大调节系数总是要大于 J-D模型中的最大调节系数 .
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并且，σ2 = 0.16 时的调节系数比 σ2 = 6 时要大，也就是说，Var( )S1 越大，破产概率的最小上界越大，也就

意味着 S( )t 在风险理论里是一个重要的衡量风险的尺度 .
从图 2可以看出最优再保险策略的水平随着 β 的增大而增大，并且D-A模型中的最优再保险策略要

大于 J-D模型中的最优再保险策略 . 这意味着，相比D-A模型，在 J-D模型中，保险者转移更多的风险给再

保险人 .此外，σ2 = 0.16 时的结果总大于 σ2 = 6 时，也就是说，风险越大，保险人愿意转移更多的风险给再

保险人 .
例2 令 a = λμ = 3，θ2 = 0.3，η2 = 0.4 ，σ2 = 2λμ2 = 6( )σ2 = 0.16 ，β = 1,q≡ 1 . 结果见图3.

图3 初始盈余 u对破产概率的影响

Fig.3 The effect of u on ruin probability

图 3比较了下面 3个结果：破产概率 ψ1( )u ，最小指数上界 e-RJu 和破产概率 ψD( )u . σ2 = 6 时可以看出，

当 u≥ u0 时，ψD( )u < ψ1( )u < e-RJu ，这就意味着 ψD( )u 低估了 ψ1( )u . 这在实际中是非常危险的 . 因此当

Var( )S1 比较大时用 e-RJu 估计 ψ1( )u 比用 ψD( )u 更安全 . 但是，σ2 = 0.16 时 3种情况下的结论基本是相同

的，也就是说当 Var( )S1 很小的时候，ψD( )u 和 e-RJu 都可以很好地估计 ψ1( )u .
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