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几个最优映射存在唯一性定理的统一证明
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［摘要］ 基于凸锥的性质以及测度理论，本文给出了几个最优映射存在唯一性定理的统一证明 .著名的Brenier
定理以及其它几个与光线反射、折射有关的费用函数所对应的最优质量运输问题解的存在唯一性定理可以视为

本文主要定理的重要推论 .与Brenier定理的原始证明比较而言，本文证明过程简洁明了 .
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Several Results About Existence and Uniqueness of Optimal Maps
in Transportation Problems：a Unified Scheme Proof

Chen Ping

（School of Mathematics and Information Technology，Jiangsu Second Normal University，Nanjing 210013，China）
Abstract：Based on measure theories and convex cones，we give a unified and concise theorem which proves existence
and uniqueness of optimal transport maps. Some interested results can be seen as corollaries of this unified theorem，

such as the Brenier’s theorem and some Monge’s problems with cost functions coming from far field reflector problems
and refraction problems.
Key words：convex cone，Brenier’s theorem，optimal transportation

最优运输问题（Optimal Transportation Problem）是近年来热门的研究领域之一 . 它引起了大家的广泛

兴趣，其原因在于最优运输理论同时具有理论与应用意义 . 在应用方面，最优运输的研究领域涉及光线反

射、交通运输、城市规划、博弈理论、图像处理中的去噪问题等；在理论方面，最优运输与数学学科中的偏

微分方程、几何分析等研究领域有着紧密的联系［1-2］. 最优运输问题粗略来讲是指：运输前后质量不发生变

化，如何在保证费用最低的情况下，实施运输方案 . 用数学语言描述，即需解决如下变分问题：

min
T# μ = ν ∫

X

c(x,T(x))dμ(x)， （1）
及其松弛问题

min
γ ∈π(μ,ν) ∫

X × Y

c(x,y)dγ(x,y) . （2）
变分问题（1）也被称为Monge问题，其解被称为最优映射，松弛问题（2）的解称为最优计划，其中 μ 和

ν 分别是运输空间 X,Y 上的概率测度，也称为边际运输测度（或者运输测度），描述物质的分布情况；c(x,y)
称为费用函数，表示物质从位置 x运输到位置 y 产生的运输费用；T# μ = ν 称为质量守恒条件，是指对 Y 上

ν 任意可测集合 A，有等式 ν(A) = μ(T -1(A)) 成立；γ ∈π(μ,ν)指 X × Y 上的满足条件 π1
#γ = μ,π2

#γ = ν 的概率

测度全体，其中 π1(x,y) = x,π2(x,y) = y ，该条件也称 γ 以 μ 和 ν 为边际运输测度 .
运输理论中重要的问题是，考虑由三要素运输测度 μ 和 ν 、运输空间X和Y、费用函数 c(x,y)共同决定

的不同最优运输问题中解的存在性、唯一性和正则性等问题 . 例如，著名的Brenier定理回答了欧氏空间
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中以 |x - y|2 为费用函数时最优映射 T 的存在唯一性，指出Kantorovich对偶位势 ϕ(x) 与最优映射 T 存在关

系 ∇ϕ(x) = T(x) ，并证明 ϕ(x) 满足Monge-Ampere方程，见文［3］.原始Monge问题在 1781年被提出，是费用

函数为欧氏距离 |y - x|时的最优运输问题，此时费用函数具有凸性，且非严格凸性导致该问题的复杂性，

直至上世纪 80年代该问题才被逐步解决 . 基于运输线分解的方法见文［1-2］，文献［4］给出了基于测度论

分析的简化方法，在此文献中，费用函数是更为一般的范数，欧氏距离是其特殊情形之一 .此外带凸约束

条件的最优运输问题可见文［5-7］.流形上的运输问题可见文［8］.
本文利用测度理论和凸锥给出了一个最优映射的存在唯一性定理，证明过程简洁明了，Brenier定理

可作为本定理的一个重要推论，此外利用本文的结论可以证明其他一些最优质量运输问题中最优映射的

存在唯一性，这些费用函数来自光线反射问题与折射问题 .
1 预备知识

本文中 μ，ν 是有界开子集 Ω⊂ Rn 上的概率测度，当 μ 关于 Lebesgue 测度 Ln 绝对连续时，记为

μ << Ln . c(x,y):Rn ×Rn →R⋃{+∞} 是下半连续费用函数，具有如下性质：存在上半连续的实值函数

a(x) ∈ L1(μ) ，b(y) ∈ L1(ν) ，使得对任意 (x,y) ∈Rn ×Rn ，有不等式 c(x,y) ≥ a(x) + b(y) 成立 . 称 inf
γ ∈π(μ,ν)∫c(x,y)dγ(x,y)

为最优费用，假设是有限值 .
定义 1［1-2］ S⊂Rn ×Rn ，如果对任意 k ∈N ，以及任意 (x1,y1), ...,(xn,yn) ∈ S ，有下式成立：∑

i = 1

k

c(xi,yi) ≤

∑
i = 1

k

c(xi,yσ(i))，其中 σ 表示 k 个数的任意置换，则称集合具有 c(x,y) -循环单调性，简称 c -循环单调性 .
定义 2［1-2］ 设 γ ∈π(μ,ν) ，若存在可测映射 T:(Rn,μ)→ (Rn,ν) 使得 (id × T)# μ = γ ，其中 (id × T)x =(x,Tx) ，

则称运输计划 γ 可由映射 T 诱导出来 .自然地，映射 T 是满足质量守恒 T# μ = ν 的运输映射 . 我们称运输

计划 γ 集中在一个 γ -可测图上,即指 γ 可由运输映射 T 诱导出来 .这里可测图是指具有如下形式的集

合：Γ = {(x,y)|y = Tx, x ∈ S, (x,y) ∈Rn ×Rn }，其中S是某一可测集合 .
引理 1［1-2］ 假设 c(x,y):Rn ×Rn →R⋃{+∞}是如前所述的下半连续费用函数，且最优费用是有限值，则

松弛问题（2）存在解，并且最优计划 γ 集中在 c-循环单调可测集合上，记为 Γ⊂Rn ×Rn .
定义3［4-5］ 设 y ∈Rn,r > 0 ，γ ∈π(μ,ν)集中在集合 Γ 上，定义如下集合：

Γ-1(- -- -----
B(y,r)) =π1(Γ⋂Rn × - -- -----

B(y,r)) .
换言之，Γ-1(- -- -----

B(y,r))由这样一些初始点组成，位于其上的物质被部分或者整体运输到了区域 - -- -----
B(y,r) .

引理 2［5-7］ 假定 μ << Ln ，γ ∈π(μ,ν) 集中在集合 Γ 上，则存在 Γ⋂ support(Γ) 的σ-紧子集 CS(Γ) ，使
得 γ 集中在其上，并且对其中任意的点对 (x0,y0) ∈ CS(Γ)，点 x0 是 B(y0,r)的Lebesgue点，即对任意 r > 0 ，有

lim
ε→0

Ln(Γ-1(- -- ----- --
B(y0,r))⋂ B(x0,ε))
Ln(B(x0,ε)) = 1 .

引理 3［5-7］ 若 CS(Γ) 是引理 2中的集合，设 (x,y) 是 CS(Γ) 中的任意点对，r > 0 ，δ ∈(0,1) 为任意常数，

ξ ∈Rn 为任意单位向量，则对任意 ε > 0 ，有

Ln(Γ-1(- -- -----
B(y,r))⋂ B(x,ε)⋂ C(x,ξ,δ)) > 0 .

其中 C(x,ξ,δ) ={z| z - x,ξ >(1 - δ)|z - x|, z ∈Rn}表示 Rn 中的凸锥，是一个开集合，具有性质 x ∉ C(x,ξ,δ) .
引理 4［1-2］ 假定 γ 是松弛问题（2）的解，即最优运输计划，并且 γ 可由运输映射 T诱导出来，则 T是

Monge问题（1）的最优运输映射 .假定松弛问题（2）的任意最优运输计划可以由运输映射诱导出来，则

Monge问题（1）存在唯一的最优映射 .
2 主要结果与证明

定理1 假设有如下条件成立

（1）μ << Ln 和 ν 是有界开子集 Ω⊂Rn 上的概率测度，
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（2）c(x,y):Rn ×Rn →R⋃{+∞}是如前所述的下半连续费用函数，

（3）由 Γ（见引理 1）的 c-循环单调性可得：对任意的 (x1,y1) ，(x2,y2) ∈Γ ，有 (x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≥ 0（或者

(x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≤ 0）成立 .
则Monge问题（1）存在唯一解 .
证明 由定义 2可知要证解的存在性仅需证明任意的最优计划 γ 可由最优映射诱导出来 .由引理 2

可知存在 Γ⋂ support(Γ) 的σ-紧子集 CS(Γ) 使得引理 2结论成立 .我们将证明对任意 x ∈π1(CS(Γ)) ，其中

π1:Rn ×Rn →Rn(x,y)→ x ，存在唯一的 y ∈Rn 使得 (x,y) ∈ CS(Γ) ，这意味 CS(Γ) 是一个 γ-可测图，并且最优

计划 γ 集中在 CS(Γ)上（见定义2）.
用反证法给出证明，假设结论不成立，则可以找到 x ∈π1(CS(Γ)) 以及具有性质 y≠ y' 的点对

(x,y) ∈ CS(Γ)，(x,y') ∈ CS(Γ) . 令 ξ = y' - y
|y' - y| .

当 Γ 的 c-循环单调性表明任意点对 (x1,y1)，(x2,y2) ∈Γ ，有 (x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≥ 0 成立时，由引理3可知

Ln(Γ-1(- -- -----
B(y,r))⋂ B(x,ε)⋂ C(x,ξ,η)) > 0 ，

即可找到 xε ∈ B(x,ε)⋂ C(x,ξ,η) ，yr ∈ B(y,r) 使得 (xε,yr) ∈ CS(Γ) 是 (x,y) 的扰动 . 以下分析点对 (xε,yr) 和
(x,y') ：一方面，注意到向量 xε - x 与 y' - yr 的方向均与 ξ 的方向接近，因此 (x - xε)∙(y' - yr) < 0 ；另一方面，由

Γ 的 c-循环单调性可知 (x - xε)∙(y' - yr) ≥ 0 .得到一对矛盾 .
当 Γ 的 c-循环单调性表明任意点对 (x1,y1)，(x2,y2) ∈Γ ，有 (x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≤ 0 成立，则由引理3可知

Ln(Γ-1(- -- -----
B(y,r))⋂ B(x,ε)⋂ C(x, -ξ,η)) > 0 .

即可找到 xε ∈Γ-1(- -- -----
B(y,r))⋂ B(x,ε)⋂ C(x, -ξ,η) ，yr ∈ B(y,r) 使得 (xε,yr) ∈ CS(Γ) .以下分析点对 (xε,yr) 和 (x,y') ：

一方面，注意到向量 x - xε 与 y' - yr 的方向均与 ξ 的方向接近，因此 (x - xε)∙(y' - yr) > 0 ；另一方面，由 Γ 的

c-循环单调性可知 (x - xε)∙(y' - yr) ≤ 0 .得到矛盾 .
综上所述，假设不成立，命题得证 .
最后，因为任意最优计划可由最优映射诱导出来，由引理4可得最优映射的唯一性 .
利用定理1可证明著名的Brenier定理［3］.
推论 1 设 μ << Ln 和 ν 是有界开子集 Ω⊂ Rn 上的Borel概率测度，则Monge 问题：min

T# μ = ν ∫
X

|x - T(x)|2dμ(x)
存在唯一解 .

证明 由引理 1可知松弛问题（2）存在最优计划 γ .对任意 (x1,y1) ，(x2,y2) ∈Γ ，由 c(x,y) -循环单调性

可得：

|| x1 - y1
2 + || x 2 - y 2

2 ≤ || x1 - y 2
2 + || x 2 - y1

2 .
计算可得：

(x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≥ 0 .
再由定理1可证明最优映射的存在唯一性 .
接下来，我们处理费用函数为 c(x,y) = -log(1 - x∙y) 的最优运输问题，该函数与光线反射问题有关 . 文

［9］指出远场反射问题是一个最优运输问题 .
推论 2 设 μ << Ln ，ν 是 单 位 开 球 B1 ={ |x |x| < 1, x ∈Rn} 上 的 Borel 概 率 测 度 ，则 Monge 问 题

min
T# μ = ν ∫

B1

-log(1 - x∙T(x))dμ(x)存在唯一解 .
证明 由引理1可知对应的松弛问题（2）存在最优计划 γ .对任意两对点 (x1,y1)，(x2,y2) ∈Γ ，由 c(x,y) -

循环单调性可得：

-log(1 - x1∙y1) - log(1 - x2∙y2) ≤ -log(1 - x1∙y2) - log(1 - x2∙y1) .
计算可得：

(1 - x1∙y1)(1 - x2∙y2) ≥ (1 - x1∙y2)(1 - x2∙y1)，
(x1 - x2)(y1 - y 2) ≤ 0.
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再由定理1可证明最优映射的存在唯一性 .
接下来考虑的费用函数与文［10］分析的光线折射问题有关 . 该问题为：已知两种物质Ⅰ，Ⅱ的折射系

数分别为 n1，n2，点光源O位于物质Ⅰ中，光线从O出发，行经点 x ∈Ω 处（仍位于物质中Ⅰ）时，具有强度为

f (x) . 构建折射面N，使得两种物质Ⅰ，Ⅱ分开，并且使得所有经由折射面N折射到物质Ⅱ中的光线其方向

属于给定集合 Ω * .作者将该折射问题转换成从一个最优运输问题并给出证明，费用函数与反射系数

k = n2 /n1 有 关 . 具 体 地 ，当 0 < k < 1 时 ，费 用 函 数 为 c(x,y) = -log(1 - kx∙y) . 当 k > 1 时 ，费 用 函 数 为

c(x,y) = log(kx∙y - 1) .
推论3 设 μ << Ln，ν 是单位开球 B1 ={ |x |x| < 1, x ∈Rn} 上的 Borel 概率测度，则分别以 c(x,y) =

-log(1 - kx∙y)（0<k<1），c(x,y) = log(kx∙y - 1)（k>1）为费用函数的Monge问题（1）存在唯一解 .
证明 由引理1可知对应的松弛问题（2）存在最优计划 γ .设 (x1,y1)，(x2,y2) ∈Γ 为任意两对点 .
由 -log(1 - kx∙y) -循环单调性可得：

-log(1 - kx1∙y1) - log(1 - kx2∙y2) ≤ -log(1 - kx1∙y2) - log(1 - kx2∙y1) .
计算可得：

(1 - kx1∙y1)(1 - kx2∙y2) ≥ (1 - kx1∙y2)(1 - kx2∙y1)，
(x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≤ 0.

而由 log(kx∙y - 1) -循环单调性可得：

log(kx1∙y1 - 1)+ log(kx2∙y2 - 1)≤ log(kx1∙y2 - 1)+ log(kx2∙y1 - 1) .
直接计算可得：

(kx1∙y1 - 1)(kx2∙y2 - 1)≤(kx1∙y2 - 1)(kx2∙y1 - 1)，
(x1 - x2)∙(y1 - y 2) ≥ 0.

再由定理1可证明最优映射的存在唯一性 .
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