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圣维南原理与双层平板复合材料的层间弹性耦合
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［摘要］ 研究了铁磁（电）/弹性介质双层复合材料中的层间弹性耦合，分析了圣维南原理（或局部作用原理）对

理想弹性耦合条件下弹性介质内应力分布的影响 . 从弹性力学基本方程出发得到了切应力和张应力在弹性体

内分布的解析模型 . 建议了一种用于研究局部作用原理的实验方法，该实验方法以应力双折射效应为基础，结

合磁（电）致伸缩，构成乘积效应材料，并辅以应力计检测 . 分析发现，实验与理论结果基本一致 .
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Saint-Venant’s Principle and Interlayer Elastic Coupling in
Bilayer Composites of Ferroelectric/Elastic Medium

Gao Rong，Tao Jin，Zhang Ning

（Magnetoelectronic Lab，Nanjing Normal University，Nanjing 210023，China）
Abstract：The interlayer elastic coupling in bilayer composite of ferromagnetic and elastic medium was studied. The
effect of Saint-Venant's principle on the stress distribution in the elastic material under the condition of interfacial
elastic coupling was derived based on the basic equations of elasticity. An experimental method has been suggested
for investing the local-action effect. The method is based on stress-birefringence effects，combined with magnetostriction
（or electostriction）effects to compose the materials of product effects，and assisted by standard stress meter detection.
Analysis showed that the theoretical calculations in general accord with the experimental results.
Key words：Saint-Venant’s principle，multilayer composite，elastic medium，eledtro-optical effect

薄膜或平板状多层复合材料，例如金属多层膜（或超晶格材料）［1-3］、层状复合磁电效应材料及层状复

合电光效应材料［4-7］等，均具有以层间弹性耦合为基础的乘积效应 . 在这样的复合材料中，施力层通常作

用有彻体力，例如磁致伸缩或电致伸缩所引起的应力 . 如果该彻体力沿平行于薄膜或平板表面，则做为受

力层的弹性介质将受到平行于表面的面力作用 . 迄今，在探讨层间弹性耦合时都倾向于认为上述面力在

弹性介质层内引起的应力分布是均匀的［8-11］. 在这一假设下经常会得到某些与实验难以相符的理论结果 .
例如，在计算层状复合材料的磁电效应时，发现理论值经常是实验结果的 3 倍［12-13］，而实验观察层状复合

材料电光效应时发现电光延迟随光束入射点与粘结界面间距离的增加而减小［7］. 显然，这些现象均难以符

合受力层中应力均匀分布的假设 . 事实上，根据“局部作用”原理，即圣维南原理［14-15］，在平行于表面的面

力作用下，弹性介质内平行于表面的应力沿垂直于表面方向是非均匀分布的 .
圣维南（Saint-Venant）原理是弹性力学的基本原理之一 . 其表述为：分布于弹性体上一小块面积（或体

积）内的载荷所引起的物体内应力，在离载荷作用区稍远的地方，基本上只同载荷的合力和合力矩有关；载

荷的具体分布只影响载荷作用区附近的应力分布 . 这一原理的正确性已被大量实验事实所证明 . 圣维南

原理是定性地说明弹性力学中一大批局部效应的第一个原理，在实践和理论上都有重要意义 . 在解决具体

问题时，如果只关心远离载荷处的应力，可视计算或实验的方便，在保持合力和合力矩不变的情况下采用
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等效均匀分布载荷 . 但在载荷作用区附近，须考虑局部作用效应 . 而薄膜型层状复合材料中的弹性介质层

沿厚度方向正是位于“载荷作用区附近”，故由于局部作用效应而可能导致不均匀应力分布 . 根据经验知

道，离界面距离越远，平行于表面的应力也越小 . 但该应力分布随观察点与界面的距离 x 的增加而变化的

规律至今并不清楚，概因圣维南原理尚未得到彻底证明，或者说局部作用效应尚不能被严格量化［16-20］.
在弹性力学的边值问题中，严格地说内应力分布应逐点满足面力给定的边界条件及位移给定的边界

条件，但在数学上要给出完备的边界条件或者完全满足边界条件的解答是非常困难的，这是局部效应难

以被量化的根本原因 . 然而，最近我们发现针对平板型层状复合材料，做某些合理近似后，可以给出一组

完备的边界条件，并且可以获得应力分布的解析解 .
1 面力作用下的局部应力分布的物理图像及实验证据

设有均匀且各向同性的弹性平板介质，其左右表面作用有共线（同轴）点平衡力系 F，如图 1（a）所示 .
所谓点外力系指力的作用面积 S 可略，则点平衡力系在平板内所形成的“影响”应是轴对称的 . 根据圣维

南原理，如果点平衡力系 F 的作用范围是有限的，则其作用范围应该是以 F 的作用线为轴心的旋转体 .
可称其为“圣维南（应力）旋转体”. 该旋转体内平行于 F 作用线的线段长度应理解为该线段的延长线与平

板板面相交的那一点所对应的平行于 F 作用线的应力的大小 . 该旋转体的最大半径给出局部作用效应

的尺度，可称为“圣维南长度”，并记作 h.

图1 厚平板表面点平衡外力作用示意（a）及局部作用原理（面外力作用下内部应力分布预想（菱形内线段长度表应力之大小））破面图示（b）
Fig.1 A example of the surface of a plate acted by a point applied force（a）and the schematic diagram of the distribution of

the internal stress in a plate or film applied by a surface force on single lateral（b）

设垂直于该平板过 F 作用线的半平面中的应力分布如图 1（b）所示 . 该平面仅作用有单侧面力 f=F/2p，
于是点平衡力系 F 的作用范围研究可化为经过作用线的平面问题 . 该平面可视为层状复合材料中弹性介质

层的侧面，图 1 中的板厚 d2转化为弹性介质层的长度，而垂直于作用线的径向（x 方向）尺寸为此时的弹性介

质层厚度 d1.
设在外力 f 的作用下，在作用点（x=0）处沿作用线（y）方向发生位移 Ddi. 如果弹性介质层的厚度小于 f

的影响范围，即小于圣维南长度 h，则有可能通过实验感知 f 的“局部作用效应”. 这一预想已被我们的实

验所证实 . 该实验可由图 2 简单描述 . 图 2 的嵌图

给出了一种双层结构复合材料 . 该双层复合材料

的上层为一平板状磁致伸缩材料铽镝铁（TDF），下

层为高分子材料聚乙稀醇（PC），两种材料被用树

脂粘接成层状结构 . 分别在该层状复合材料的上

下两个端面贴上应变片，然后将样品置于强度可调

的直流磁场中，即可测得上下两个端面的应变随磁

场的改变 . 在磁场 H 作用下，置于 TDF 端面的应

变片所测量到的应该是 TDF 的磁致伸缩 Ddi/d2. 如

果两层平板间的界面弹性耦合是理想的，即铁磁体

的应变可毫无损失地传递给 PC 层，则 PC 层靠近

图2 具有不同厚度弹性介质层的磁致伸缩/弹性介质

双层复合材料的磁致应变

Fig.2 The magnetic field-induced strains for a bilayer composite of
magnetic striction/elastic material with different

thickness of the elastic layer
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粘结界面的应变等于磁致伸缩 Ddi/d2. 而另一端面（可称为自由表面）的应变数值则应反映了 PC 层另一端

面的形变 Ddf/d2. 我们制备了多个具有不同厚度 PC 层的层状复合样品，并测量了形变 Ddi/d2及 Ddf/d2，结果

见图 2. 可见，随着受力层的加厚，自由表面的形变逐渐减小，显示局部作用原理得到验证 .
2 面力作用下的应力分布及作用范围的解

根据弹性力学中平面问题的应力解法，设 j为平面应力函数，则有

σx = ∂2φ
∂y2 - Xx，σy = ∂2φ

∂x2 - Yy，txy = ∂2φ
∂x∂y ， （1）

其中 X，Y 分别为 x，y 方向的彻体力 . 对于层状复合材料中的弹性介质层而言可设彻体力为零，于是式（1）
简化为

σx = ∂2j
∂y2 ，σy = ∂2j

∂x2 ，txy = -
∂2j
∂x∂y ， （2）

同时应力函数还必须满足双调和方程

∇4j =
∂4j
∂x4 + 2 ∂4j

∂x2∂y2 +
∂4j
∂y4 =

æ
è
ç

ö
ø
÷

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2
æ
è
ç

ö
ø
÷

∂2

∂x2 +
∂2

∂y2 j =0 . （3）
考虑到外力仅仅沿 y 方向，则沿 y 方向的内应力为主应力方向 . 对于长条形层状薄膜或平板材料，由

于 x 方向线度远小于 y 方向线度，因此 x 方向形变 ex 亦远小于 y 方向形变 ey ；另外，ex与ey还应满足泊松

关系 ex = -mey ，其中 m 为泊松系数，通常 m≤0.5，从而有 ||ex ≪0.5 ||ey ，于是 x 方向形变ex，以致 x 方向的应

力可忽略不记，即可近似有 σx = ∂2j/∂y2 = 0 . 据此可设 ∂j/∂y = f ( )x ，设其解为

j = yf ( )x + f1( )x ， （4）
并分别设

f (x)= Ax3 + Bx2 + Cx + C1，f1(x)= Dx3 + Fx2 + F1x + F2 ，

于是由方程（4）得应力函数

j = y(Ax3 + Bx2 + Cx + C1)+ Dx3 + Fx2 + F1x + F2 ，

而方程组（1）可重写为

σy = ∂2f
∂x2 = y(6Ax + 2B) + 6Dx + 2F，

txy = - ∂2f
∂x∂y = -(3Ax2 + 2Bx + C)，

（5）

其中，A、B、C、D 及 F 为待求常数 . 可见，待求的函数为方程组（5）中的后两个，即 σy 和 txy . 根据前述一系

列构想，并根据弹性力学方法，可列出边界条件如下 . 设 v 为 y 方向的位移 . 则边缘位移满足

(v)x = 0,y = d1/2 =Ddi ， （6）
由主矢为零得

1
d1
∫
0

d1

( )∑y + Txy
y = d2 /2

dx + f = 0 ， （7）
2
d2
∫
0

d2 /2
( )Tyx

x = d1
dy = 0 ， （8）

由自由表面上切应力为零得

(txy)x= d1
= 0， （9）

根据前面关于圣维南长度 h 的定义，当 x 大于或等于圣维南长度时张应力亦为零

(σy)x = h = 0 ， （10）
其中∑y = 1

y ∫0
y

σydy ，Txy = 1
y ∫0

y

txydy 及 Tyx = 1
x ∫0

x

tyxdx 分别为沿 y 方向的张应力和切应力之和 . 另外有关系

tyx = -txy ，f 为作用在弹性体表面的且平行于界面的外力 .
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根据所给边界条件解方程组（5）可得

txy = G 4f + EDdi

Ed2
1

(3x2 - 4d1x + d2
1)，

σy = 2(3x - 2d1)é
ë
ê

ù
û
úG

4f + EDdi

Ed2
1

æ
è
ç

ö
ø
÷

d24 - y + f
d1

，
（11）

其中 E 为受力弹性体的杨氏模量 .（11）显示随着与界面距离的增加，切应力呈二次曲线衰减，而张应力呈

线性衰减，同时张应力沿平行于界面的方向（以中心线为原点）亦呈线性衰减 . 同理可得沿 z 方向的应力

txy = G 4f + EDdi

Ed2
1

(3x2 - 4d1x + d2
1)，

σ z = 2(3x - 2d1)é
ë
ê

ù
û
úG

4f + EDdi

Ed2
1

æ
è
ç

ö
ø
÷

d34 - z + f
d1

.
（12）

式（11）及式（12）所给出的结果可由实验加以验证 . 由于 PC 具有应力双折射效应，因此图 2 中的双

层复合介质实际上具有磁致伸缩诱导的应力双折射效应——磁致双折射 . 我们也可以用具有电致伸缩效

应的材料，例如锆钛酸铅（PZT）取代图 2 中的铁磁材料，从而获得电致双折射复合材料，因为电致双折射

效应更方便实验操作 . 关于电致应力双折射效应研究我们将专文讨论 . 这里仅借用其作为双层平板复合

材料中局部作用原理的实验验证方法 .
将压电相 PZT-5 裁剪成 26×5×3 mm3 的片状，弹光相 PC 的尺寸为 24×5×3 mm3.PZT 的长度超出 PC

2 mm 以便制备电极，因此 PZT 的有效长度为 20 mm. 所有 PC 薄片均经过退火处理以消除残余应力 . 采
用 super glue 将两者粘结成层状复合材料 . 当 PC 受到作用于表面的应力时，内部亦会呈现由式（11）所描

述的应力分布 . 而弹光效应研究指出，o 光与 e 光的透射光相位差（延迟）

d = 2pcdσ/l ， （12）
其中 c 为应力光学常数，d 为沿光束方向的样品尺寸，s 为垂直于光束方向的主应力，l 为入射光波长 . 如
果激光束沿 z 方向入射，则式（12）应该改写为

d = 2pcd3σy /l ， （12-1）
式（12）式指出表征应力双折射效应的相位延迟正比于张应力，而与切应力无关 . 因此 PC 中应力的测量

可采用电光效应的方法进行，即，随着激光束入射点的位移导致 o 光与 e 光相位差改变，从而改变光强

NELI = sin2(d/2) = sin2(pcd3σy /l)， （13）
其中 NELI 称为归一化透射光强 . 当相位差 d很小时，sin2(d/2) ≈ d/2，从而有

NELI ≈ (pcd3σy /l)2 . （13-1）
通过测量透射光强可得到相位延迟及透射点的内应力 . 图 3 给出不同电场条件下激光束入射点沿厚

度（x）方向移动时 NELI 的变化，零点位于界面处，插图为电光效应实验简图 . 图 4 给出与界面不同距离

条件下入射点平行于界面（y 方向）移动时 NELI 的变化，零点位于样品中点 . 因为在电致伸缩作用下，张

图3 300 mT磁场下双层复合电致应力双折射材料中激光束

归一化透射光强随垂直于界面方向位移的变化

Fig.3 The normalized emergent light intensity of the laser beam
NELI versus the distance to the interface in the optical layer

for the bilayered composite of magnetostrictive/optical
material under a magnetic field of 300 mT

图4 300 mT磁场下双层复合电致应力双折射材料中激光束归一

化透射光强随平行于界面方向位移的变化，零点位于中心线上

Fig.4 The normalized emergent light intensity of the laser beam
NELI versus the displacement parallel to the interface in the
optical layer for the bilayered composite of magnetostrictive/
optical material under a magnetic field of 300 mT. The zero

point locates at the centre line of the optical layer
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应力分布关于中心线对称 . 可见两者均基本呈二次曲线 . 这与式（13）的预测是一致的 . 入射点平行于界

面移动时光强随位移变化关于中心线对称显示张应力分布关于中心线对称 . 另外，当激光束入射点沿厚

度方向移动时，光强变化更灵敏，其灵敏度比之平行于界面移动时高一个数量级，同时也有更好的线性 .
这一结果可用于微位移测量，精度可达 mm 数量级 .
3 结论

根据圣维南原理，受均匀且沿表面方向的面力作用的弹性介质薄层（膜）内的应力沿厚度方向是非均

匀分布的，即按离开受力面的距离的二次方递减，从而复合层状材料中的弹性介质层中的应力沿厚度方

向亦循此规律递减，而弹性介质层两端的位移曲线亦为与受力面的距离的二次函数 . 对于给定的弹性介

质，自由表面的形变依赖于粘结界面的形变 . 在忽略沿垂直于界面方向的形变条件下，面力的局部效应范

围，即圣维南长度与材料的切变模量成正比，与外力成反比，并同时依赖于弹性介质层的几何尺寸 .
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