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［摘要］ 通过构造 Lyapunov 泛函得到了文献［18］中提出的一种新的吸血虫模型在随机扰动下无病平衡点的局

部稳定性 .
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Abstract：In this paper，a new schistosomiasis model proposed in［18］，allowing white noise perturbations around the en⁃
demic equilibrium is studied. The equibibrium state of the model with random perturbation is locally asymptotically sta⁃
ble by constructing Lyapunov functional.
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吸血虫病给人类健康和社会经济带来了巨大的损失 . 吸血虫病的传播依赖于人类、动物和钉螺等复

杂的生命圈，所以对人类而言要根除吸血虫病是很困难的 . 近几十年，出现了许多分析、预测和控制吸血

虫病的有意义的数学模型 . 第一个关于吸血虫病的传播见文献［1］. Woolhouse［2］考虑了不同层面的人类

影响 . 在一些动态模型中人类是唯一决定性的宿主［3-5］. 在文献［6-8］中，人们考虑了延迟效应 . 由于现实

生活中充满了不确定性，所以考虑随机模型是有效的 . 随机微分方程的最近的研究进展使我们能够在传

统的生物数学模型中引入随机效应，它表示由于环境的变化引起参数的波动 . 最近一些随机生物数学模

型的研究见文献［9-17］等 . 由于吸血虫病模型的复杂性，随机情形的数学进展发展缓慢 . 本文中，我们将

考虑吸血虫病模型在无病平衡点附近的随机扰动 . 本文回顾了文［18］中的确定性模型，给出了随机稳定

性的基本结论，研究了随机吸血虫病模型的天病平衡点的局部稳定性 .
1 确定性吸血虫病模型

Qi 等［17］基于前人的研究给出了如下新的吸血虫病模型：
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dxs /dt = Ax - μxxs - βxxsyi ,dxi /dt = βxxsyi - (μx + αx)xi ,dys /dt = Ay - μy ys - βy xi ys ,

dye /dt = βy xi ys - (μy + θ)ye ,

dyi /dt = θye - (μy + αy)yi .
（1）

这里 xs(t) 为易感哺乳动物宿主数，xi(t) 感染哺乳动物宿主数，ys(t) 为易感钉螺宿主数，ye(t) 为感染和

脱壳前钉螺宿主数，yi(t) 为感染和脱壳钉螺宿主数 . 模型中的参数均为非负常数 . 其中 Ax 为哺乳动物宿
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主的出生率，μx 为哺乳动物宿主的自然死亡率，αx 为哺乳动物宿主因疾病导致的死亡率，βx 为从感染钉

螺到易感哺乳动物的迁移率，Ay 为钉螺宿主的自然出生率，muy 为钉螺宿主的自然死亡率，αy 为钉螺宿

主因疾病导致的死亡率，βy 为从感染钉螺到易感钉螺的迁移率，θ 为从脱壳前感染钉螺到脱壳钉螺的迁

移率 . 显然，方程组（1）具有无病平衡点 E0 = (x0
s ,0,y 0

s ,0,0)= æ
è
çç

ö

ø
÷÷

Ax

μx

,0, Ay

μy

,0,0 基于生成矩阵［19］和基本再生

数公式［7］，相应两个矩阵为：
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0 0 βx

Ax
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0 0
0 θ 0

（2）
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μx + αx 0 0
0 μy + θ 0
0 0 μy + αy

（3）

则（1）的基本再生数为：

R0 = ρ(FV-1)= AxAyθβx βy

μx μy(μx + αy)(μy + αy)(μy + θ)
3

，

这里 ρ 为谱半径 . 下面我们回忆文献［17］中的结果：

命题 1 如果 R0 < 1，则方程组（1）的无病平衡点 E0 是局部稳定的且是整体渐近稳定的，而当 R0 > 1
是不稳定的 .

注记 事实上我们也可以讨论系统的地方病平衡点的相关性质 .
2 随机稳定性

随机微分方程的平衡点的相关定义和性质见文［20］. 考虑如下 n 维随机微分方程：

dX(t)= f (t,X(t))dt + g(t,X(t))dW(t)， （4）
这里 f (t,x) 是定义在 [t0 , +∞]×Rn 上的函数，g(t,x) 是 n×m-矩阵，f 和 g 关于 x 是局部 Lipschitz 函数 . W(t)
是 m-维标准 Wiener 过程 .

定义 1 随机过程 X(t)= X̄ 是随机方程组（4）具有初值 X(t0)= X̄ 的稳态解如果 f (t,X̄)= 0,g(t,X̄)= 0 . 如
果 X̄ = 0 ，则稳态解被称为是平凡的 .

定义 2 随机方程组（4）的平凡解 X(t)= 0 称之为：

（1）依概率稳定如果 ∀ ε > 0 和 s≥ t0 ，

lim
y→0P{ sup

t ∈[t0 , +∞]
|X(t ; s,y)| ≥ ε}= 0 ，

这里 X(t ; s,y)表示方程组（4）具有初值 X(s)= y 的解，

（2）渐近稳定如果依概率稳定且

lim
y→0P{ limt→ +∞

|X(t ; s,y)| = 0}= 1, s > t0 ，

（3）全局渐近稳定如果依概率稳定且

P{ lim
t→ +∞

|X(t ; s,y)| = 0}= 1, ∀y ∈ Rn .
记 C1,2(R × Rn ;R+) 为定义在 R × Rn 的非负函数，V (t,x) 使得关于 t 一次可微，x 二次可微 . 定义关于方

程组（4）的微分算子 L 为

L = ∂∂t +∑i = 1

n

fi(t,x) ∂∂xi +
12∑i, j = 1

n [gT(t,x)g(t,x)]ij ∂2
∂xi xj

.
将 L 作用到 V(t,x) ∈ C1,2(R × Rn ;R+)，得到
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L(V )(t,x)= ∂V∂t + f T ∂V∂x + 12 Tr é
ë
ê

ù
û
úgT·∂2V

∂x2·g .
用 Lyapunov 函数刻画的随机方程组平凡解的随机稳定性结果［20］：

定理 1 假设存在一非负函数 V (t,x) ∈ C1,2(R × Rn) ，两连续函数 a ，b：R0
+ → R0

+(a(0)= b(0)= 0 且在 R+ 上

为正和正常数 K 使得对 |x| < K ，

a(|x|) ≤ V (t,x) ≤ b(|x|)
成立 .

（1）如果 LV≤ 0,|x| ∈ (0,K) ，则方程组（4）的平凡解是依概率稳定 .（2）如果存在一连续函数

c:R+
0 → R+

0 ，在 R+ 上为正，使得 LV≤-c(|x|) 成立，则方程组（4）的平凡解是渐近稳定的 .（3）如果 ∀x(x≠0)(ii)
成立且 lim

t→ +∞
a(r)= +∞ ，则方程组（4）的平凡解是全局渐近稳定的 . 许多非线性随机方程组的平衡解的稳定

性问题可转化为线性问题的稳定性 . 设 X(t)= 0 为方程组（4）的平凡解，则方程组（4）的线性形式定义为：

dX(t)=F(t)X(t)dt +G(t)X(t)dW(t)， （5）
这里 F 是（t0，+∞）上的函数，G 是（t0，+∞）上的 m 维向量 .

定理 2 如果线性方程组（5）(F(t)= F,G(t)= G) 的平凡解 X(t)= 0 是渐近稳定的且在 x = 0 的充分小的

领域里，（4）和（5）的系数满足下列不等式：

|f (t,x)- F·x| + |g(t,x)- G·x| < γ|x|， （6）
这里 γ 是充分小的参数，则（4）的平凡解 X(t) = 0 是局部渐近稳定的 .
3 无病平衡点的随机稳定性

May 等［21］指出由于环境的涨落，出生率、承载容量、竞争系数和模型中其他参数会围绕其平均值随机

变化 . 有两种方式在确定性模型中来考虑环境的涨落的影响 . 一、可将时间无关的参数替换成随机参数 .
二、可直接将随机效应引入系统 . 为研究无病平衡点的环境涨落，考虑第一种方式引入随机效应 . 考虑参

数 βx 和 βy 小的白噪声扰动，就得到下面的随机方程组：
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dxsdt = Ax - μxxs - βxxsyi - σ1xsyidW1,

dxidt = βxxsyi - (μx + αx)xi + σ1xsyidW1,

dysdt = Ay - μy ys - βy xi ys - σ2xi ysdW2 ,

dyedt = βy xi ys - (μy + θ)ye + σ2xi ysdW2 ,

dyidt = θye - (μ + αy)yi.

（7）

这里，Wi(i = 1,2)为独立的标准 Brown 运动，σ2
i (i = 1,2)表示Wi(i = 1,2)的强度 . 随机方程组（7）具有与

方程组（1）同样的 E0 . 下面，我们将通过构造适当的 Lyapunov 泛函讨论（7）无病平衡点 E0 的稳定性 .
设 u1 = xs - x

0
s ，u2 = xi ，u3 = ys - y

0
s ，u4 = ye ，u5 = yi ，我们得到如下方程组：

ì

í

î

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

ï

ï

ï

ï
ïï
ï

ï

du1dt = -μxu1 - βxx
0
s u5 + βxx

0
s u5 + σ1(u1 + x

0
s )u5dW1 ,

du2dt = βxu1u5 - (μx + αx)u2 + βxx
0
s u5 + σ1(u1 + x

0
s )u5dW1 ,

du3dt = -βy y
0
s u2 - μyu3 - βyu2u3 - σ2(u3 + y

0
s )u2dW2 ,

du4dt = βy y
o
s u2 + βyu2u3 - (μy + θ)u4 + σ2(u3 + y

0
s )u2dW2 ,

du5dt = θu4 - (μy + αy)u5 .

（8）

为讨论（7）的无病平衡点 E0 的稳定性，我们仅需研究（8）的平凡解的稳定性 .
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相应的线性化系统（8）可写出如下形式：

du(t)= f (u(t))dt + g(u(t))dW(t)， （9）
这里 u(t)= col(u1(t),u2(t),u3(t),u4(t),u5(t))和

f (u(t))=

é
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ê
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ê

ê

ê
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-μxu1 0 0 0 -βxx
0
s u5

0 -(μx + αx)u2 0 0 βxx
0
s u5

0 -βy y
0
s u2 -μyu3 0 0

0 βy y
0
s u2 0 -(μy + θ)u4 0

0 0 0 θu4 -(μy + αy)u5

， （10）

g(u(t))=
é

ë

ê

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê

ê
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ú
0 0 0 0 -σ1x

0
s u5

0 0 0 0 σ1x
0
s u5

0 -σ2y
0
s u2 0 0 0

0 σ2y
0
s u2 0 0 0

0 0 0 0 0

. （11）

引理 1 假设下列条件成立：

θ2 < μy + αy ，
βy y

0
s

2 < μy . （12）
如果

βxx
0
s2 +

y 0
s θ[βxx

0
s + (σ1x

0
s )2](βy + y

0
s σ

2
2)

8AB < μx + αx ， （13）

这里 A = μy + αy -
θ2 ，B = μy + θ -

βy y
0
s

2 ，则（9）的平凡解是渐近稳定的 .
证明 记 u = (u1,u2 ,u3 ,u4 ,u5)且考虑如下泛函：

V (u(t))= 12 [ ](u1 + u2)2 + ω2u
2
2 + ω3u

2
3 + ω4u

2
4 + ω5u

2
5 ， （14）

这里 ωi(i = 2,3,4,5)为待定正常数 . 进一步，我们有

LV (u(t))= -μxu
2
1 - (μx + αx)(1 + ω2)u2

2 - (μy + θ)ω4u
2
4 - βy y

0
s ω3u2u3 - (μy + αy)ω5u

2
5 - (2μx + αx)u1u2 -

μyω3u
2
3 + βxx

0
s ω2u2u5 + βy y

0
s ω4u2u4 + θω5u4u5 +

12 éëê
ù
û
úg(u(t))T ∂2V

∂u2 g(u(t)) .
这里

∂2V
∂u2 =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù
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ú
1 1 0 0 01 (1 + ω2) 0 0 0
0 0 ω3 0 0
0 0 0 ω4 0
0 0 0 0 ω5

， （15）

因此

g(u(t))T ∂2V
∂u2 g(u(t))=

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ê

ê
ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

ú

ú
0 0 0 0 0
0 (σ2y

0
s )2(ω3 + ω4)u2

2 0 0 0
0 0 0 0 00 0 0 0 0
0 0 0 0 (σ1x

0
s )2ω2u

2
5

. （16）

所以

12 Tr é
ë
ê

ù
û
úg(u(t))T ∂2V

∂u2 g(u(t)) = 12 [(σ1x
0
s )2ω2u

2
5 + (σ2y

0
s )2(ω3 + ω4)u2

2]， （17）
和

LV (u(t))= -μxu
2
1 - [(μx + αx)(1 + ω2)- 12 (σ2y

0
s )2(ω3 + ω4)u2

2 - (μy + θ)ω4u
2
4 - βy y

0
s ω3u2u3 - (2μx + αx)u1u2 -

μyω3u
2
3 + βxx

0
s ω2u2u5 + βy y

0
s ω4u2u4 + θu4u5 - [(μy + αy)ω5 -

12 (σ1x
0
s )2ω2]u2

5 .
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用 Cauchy 不等式，我们有

(2μx + αx)u1u2 ≤ 12 μxu
2
1 +

12
(2μx + αx)2

μx

u2
2 ,

βy y
0
s ω3u2u3 ≤ βy y

0
s ω3
2 u2

2 +
βy y

0
s ω3
2 u2

3 ,

βxx
0
s ω2u2u5 ≤ βxx

0
s ω22 u2

2 +
βxx

0
s ω22 u2

5 ,

βy y
0
s ω4u2u4 ≤ βy y

0
s ω4
2 u2

2 +
βy y

0
s ω4
2 u2

4 ,

θω5u4u5 ≤ θω52 u2
4 +

θω52 u2
5 .

（18）

由 A，B 的定义和不等式（18），我们选取

ω2 =
q
p
，ω3 = 1，ω4 =

[βxx
0
s + (σ1x

0
s )2]θq + 2Pθμy + 4APμx

4ABP ，ω5 =
[βxx

0
s + (σ1x

0
s )2]q + 2Pμy

2AP ，

这里

p = μx + αx -
βxx

o
s2 -

y 0
s θ[βxx

0
s + (σ1x

0
s )](βy + y

0
s σ

2
2)

8AB ，

q =
(2μx + αx)22μx

+
βy y

0
s

2 +
y 0
s θμy(βy + σ

2
2y

0
s )

4AB +
μxy

0
s (βy + y

0
s σ

2
2)

2B +
(yo

s σ2)22 .
我们验证 ωi（i=2，3，4，5）均为正常数，则我们有

LV (u(t)) ≤ - μx2 u2
1 - (μx + αx)u2

2 -
æ
è
ç

ö
ø
÷μy -

βy y
*
s

2 u2
3 - u

2
4 - μyu

2
5 .

进而，选取 a(|u|)= λ1|u|
2 ，b(|u|)= λ2|u|

2 ，c|u| =minæ
è
ç

ö
ø
÷

μx2 ,μx + αx ,μy -
βy y

0
s

2 ,μx ,μy
|u|2 ，这里 λ1、λ2为相应系数矩

阵的最小最大特征值 . 根据定理 1，结论得证 . 非线性系统（8）的平凡解的稳定性可由定理 2 得到，事实上

我们有

定理3 如果假设（12）和（13）成立，则（8）的平凡解是局部渐近稳定的 .
证明 由于引理1和定理2，为完成我们的证明，只要（6）证明就足够了 .（6）的左边为

2(βxu1u5)2 + 2(βyu2u3)2 + 2(σ1u1u5)2 + 2(σ2u2u3)2 ≤ β u4
1 + u

4
2 + u

4
3 + u

4
4 + u

4
5 +

σ u4
1 + u

4
2 + u

4
3 + u

4
4 + u

4
5 ≤ (β + σ) u4

1 + u
4
2 + u

4
3 + u

4
4 + u

5
4 ≤ (β + σ)|u|2 .

这里 σ =min(σ1,σ2)和 β =min(βx ,βy)，且它小于等于 (β + σ)ε|u(t)| . 当 ε充分小 . 证明完成 .
注记 本文中，我们研究了无病平衡点的随机扰动 . 我们在一定条件（在这些条件下确定性系统可能

不稳定）下得到了无病平衡点随机稳定性，系统可能在大涨落的情况下不稳定 . 从我们的条件可以看出自

然出生率、由疾病导致的死亡率以及迁移率在稳定性的讨论中起了很大作用 .
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