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［摘要］ 文中发展了完备度量空间中的图定向自相似集合的 Hausdorff 维数和测度，这些理论和欧几里德空间

中的有很大的不同，即满足开集条件不能意味着在完备度量空间中的图定向自相似集 K 的 α 维 Hausdorff 测度

大于零，这里的 α 为 K 的 Hausdorff 维数 . 本文讨论了完备度量空间中图定向自相似集合一些性质之间的关系 .
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Abstract：In this topic，we develop the Hausdorff dimension，Hausdorff measure of graph-directed self-similar sets in
complete metric spaces. These are different from Rd，that is to say，the sets satisfy OSC in Rd，but we cannot have the con⁃
clusion that the α dimensional Hausdorff measure of graph-directed self- similar set K is positive in complete metric
spaces，where the α is the Hausdorff dimension of K. We find the relationship between strong open set condition，Haus⁃
dorff dimension，the positivity of the Hausdorff measure and β space of graph-directed self-similar sets in complete me⁃
tric spaces.
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在函数迭代系统中，很重要的一个方面就是研究吸引子的分离性质、Hausdorff 维数和 Hausdorff 测度

之间的关系 .Schief A［1］证明了 Rd 中的自相似集合有下面的关系：

SSC⇒SOSC⇔OSC⇔Hα(K)> 0⇒ dimH K = α ，

其中 Hα 表示 α 维 Hausdorff 测度，dimH 表示 Hausdorff 维数，α 为∑
i = 1

m

ri
α = 1的唯一解 . 然而，到了一般的

度量空间中，上述关系就发生了较大的变化 . 主要原因是在一般度量空间中缺少 Rd 中的几何性质 .
Schief A［2］指出完备度量空间中的自相似集合有下面的关系：

Hα(K)> 0⇒ SOSC⇒dimH K = α［1，2，3］.
Mauldin，Williams［3］给出了比函数迭代系统更一般的系统—图定向函数迭代系统 . 设 ( )V,E 为一个定

向图，这里的 V 为顶点的集合，E 为所有路径的集合，对于每个顶点 u ∈ V, 有路径 e ∈ E 从顶点 u 出发 . 若
顶点 u,v ∈ V,路径 e ∈ E ，则 Eu 是以 u 为初始顶点的路径的集合，Euv 是从顶点 u 到 v 的路径的集合，路径 e

的初始顶点记为 i( )e ，终止顶点记为 t( )e . 一个图定向函数迭代系统为

G = ( )( )V,E ,( )Xu { }u ∈ V ,( )Se { }e ∈ E ,( )re { }e ∈ E .
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这里

（1）( )V,E 是一个定向图；

（2）Xu 是完备度量空间；

（3）Se:Xv → Xu 是自相似映射，e ∈ Euv ；

（4）re 是 Se 的相似比，对于每个循环 α = (e1e2⋯eq:t( )eq = i( )e1 )，rα = re1re2⋯req < 1，则称 G 为一个 Mauldin-

Williams 图 .
对于一个 Mauldin-Williams 图 G，Mauldin，Williams［3］证明了：存在唯一不变集族 ( )Ku { }u ∈ V ，满足

Ku = ∪
e ∈ Eu

Se(Kt(e)),∀u ∈ V ，

其中 Ku 是 Xu 非空的紧子集 .
注 1 通过重标度［4］，不失一般性，我们能假设对 ∀e ∈ E ，有 re<1.
( )Ku { }u ∈ V 称为 G 的图定向自相似集合族，集合 K = ∪

u ∈ V
Ku 称为图定向构造对象［3］.

定义 1 设 G = ( )( )V,E ,( )Xu { }u ∈ V ,( )Se { }e ∈ E ,( )re { }e ∈ E 是 M-W 图，G 满足 OSC 当且仅当存在集合族 ( )Uu { }u ∈ V ，

其中Uu 是 Xu 的一个非空，开的有界子集，满足对于 ∀u ∈ V 和 e,e′ ∈ Eu ，且 e ≠ e′，有

（1） ∪e∈ Eu

Se(Ut(e)) ⊂Uu,∀u ∈ V,
（2） Se(Ut(e))⋂ Se′(Ut(e′)) =∅ , ，

若 G 满足 OSC，并且对于 ∀u ∈ V ，Uu ⋂ Ku ≠∅,则 G 满足 SOSC［4-7］.
简记

在路径中， ||α 记为路径的长度，E*
uv 是所有有限路径 α 的集合且 i(α)= u, t(α)= v ；E

( )n
uv 是所有从顶点 u

到 v ，长度为 n 的路径的集合；E
( )n 是长度为 n 的路径的集合；E* 为所有有限的路径的集合；E

*

u 为图中从

u 开始的所有有限路径的集合 .
空集约定为对于 ∀u ∈ V ，E

( )0
uu 只有一个元素，即从顶点 u 到 u 的一个空路径 .

注 2 E* 是由 ∀u ∈ V ，E*
u 互不相交的并组成，如果 α = (α1α2⋯αk) ∈ E*,则 t(αj)= i(αj + 1) ，j = 1, 2，3⋯

k - 1 . 若 α ，β 代表两个路径，且 t(α)= i(β)，则 αβ 也代表一个路径 . 若 i(α)= t(α)，则 α 为一个循环 .
下面考虑无限路径的情况 .
无限路径 E

(w)
是每条边的终止顶点即为下一条边的初始顶点的集合，E

(w)
u 为初始顶点为 u 的无限路

径的集合 .
在 E

(w)
中，定义 T 为左移位映射，即

T(α1α2α3⋯)= (α2α3⋯) . ，

对于 α ∈ E* ⋃ E
(w)

，k 为非负整数 . 若 α ∈ E* ，且 k≤ ||α . 令 |α
k
= (α1α2⋯αk) ，在 E* ⋃ E

(w)
中定义半序

α≺ β⇔ |β
||α
= α . 若 α ∈ E* ，则记 [α]={σ ∈ E(w)

:α≺σ}是由 α 产生的柱集 . 因而，柱集 [α]是起始路径为 α 的

所有无限路径组成的集合，则可知 E
(w)

为一个度量空间，且开集 {[α]:α ∈ E*}为它的一个可数基 .
若 α = (α1α2⋯αk) ∈ E* ，记

Sα = Sα1
Sα2

⋯Sαk
, Kα = Sα(Kt(α)),

rα = rα1
rα2

⋯rαk
, r*a = rα1

rα2
⋯rαk- 1

,

rmax =max{re:e ∈ E}, rmin =min{re:e ∈ E}.
由于 ri 的不同，我们给出下面的定义：给定 1≥ b > 0 ，令：

Ib ={α = (α1,α2 ,α3 ,⋯,αk):rα ≤ b < r*a}， (若b > 1, Ib ={∅}).
显然 Ib 的元素是不可约的，且 K = ∪

α ∈ Ib
Kα .
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令 ε > 0 ，记

Gk =∪(εrk ,Kk),
Ik ={ }α ∈ IdiamGk

:Kα ⋂ Gk ≠∅ ,γε = sup
k
#I ( )k ,

#I ( )k 为 I ( )k 的基数 .
在文献［5］中给出了下面 3 个定义：

定义 2［5］ 设 G 为 M-W 图，射影映射 π:E
(w) → X = ∪

u ∈ V
Xu.

{π(σ)}=∩
k = 1

∞

Sσ|k(Xt(σ|k)).
因为对于 ∀e ∈ E,0 < re < 1，所以 π 是连续的，并且对于 ∀u ∈ V ，有 Ku ={π(σ):σ ∈ E(w)

u }.
若 G 为强连通的，则对于每对顶点 u,v，都有一条从顶点 u 到顶点 v的定向路径 .
定义 3［5］ 设 G 为 M-W 图，定义构造矩阵 As = (∑

e ∈ Euv

r se)u,v ∈ V ,s≥ 0,满足Φ(s)= 1，其中Φ(s)为 As 的谱半径 .
注 3 若 G 为强连通的，则 As 不可约 .
定义 4［5］ 若 B⊂ X = ∪

u ∈ V
Xu ,且 ρ > 0 . 定义 N(B,ρ) 为中心在 B 内，半径为 ρ 的互不相交闭球的最大个

数 . 若对于 ∀0 < β < 1,存在常数 C，D，使得对于 ∀D > R > 0,x ∈ B ，有 N(U(x,R),βR)< C 成立，则称 B 为一个

β 空间 .
设 (X,d)是完备度量空间，X 的紧子集的 Hausdorff 度量也为 d .

D(F,K)= inf{d(x,y):x ∈ F,y ∈ K},F⊂ X,K⊂ X.
U(x,ε)是 X 的 ε邻域，U(F,ε) = ⋃{U(x,ε):x ∈ F}.

注 4 下面的定理都是在 Hα(K)< ∞ 下讨论的 .
1 定理及其证明

定理 1 若对于 ∀u ∈ V ，γu < ∞ ，则图定向自相似集 K 满足强开集条件（SOSC）.
证明 因为 γu = sup

ξ ∈ E*
u

{#Iu(ξ)}< ∞,所以对于 ∀u ∈ V ，选择 ξu ∈ E*
u ,满足 #Iu(ξu) = γu.

下面证明一个论断：对于 ∀u ∈ V ，α ∈ E*
uu ,有 Iu(αξu)={αβ:β ∈ Iu(ξu)}.

首先设 αβ ∈{αβ:β ∈ Iu(ξu)}，则 rβ ≤ r
ξu
< rβ||β| - 1,Kβ ⋂ G

ξu
≠∅.可得

∅≠ Sα(Kβ ⋂ G
ξu
)= Kαβ ⋂ G

αξu
,

rαβ ≤ r
αξu

< rαβ||αβ| - 1.

所以 αβ ∈ Iu(αξu).
反之，因为 #Iu(αξu) ≤ #Iu(ξu),所以 Iu(αξu) ⊆{αβ:β ∈ Iu(ξu)},∀u ∈ V.
令

Wu = ∪
α ∈ E*

u

G*

αξ
t(α) ,G*

σ = Næè
ö
ø

Kσ,
12 εrσ ,

下面证明：开集 { }Wu u ∈ V 满足 SOSC.

（1）因为 K
ξu
⊂ G*

ξu
⊂Wu,所以 Ku ⋂Wu ≠∅.

（2）对于 ∀e ∈ Evu ,Se(Wu)= Se( ∪
α ∈ E*

u

G*

αξ
t(α))= ∪

α ∈ E*
u

G*

eαξ
t(α) ⊂Wv.

（3）对于 ∀e ∈ Evu ,e′ ∈ Evu′,e≠ e′, Se(W u)⋂ Se′(W u′) =∅.
否则，∃α ∈ E*

u ,β ∈ E*
u′,使得 G*

eαξ
t(α) ⋂ G*

e′βξ
t(β) ≠∅.

设 r
eαξ

t(α) ≥ r
e′βξ

t(β) . 若 y ∈ G*

eαξ
t(α) ⋂ G*

e′βξ
t(β) ,则 ∃y1 ∈ Keαξ

t(α) ,y2 ∈ Ke′βξ
t(β) ,满足：

|y - y1| <
12 εreαξt(α) , |y - y2| <

12 εre′βξt(β) .
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所以 |y1 - y2| < εreαξt(α) ,即 e′βξ
t(β) ∈ I v(eαξt(α)).

若 v = t(α)，则由论断可得 e′βξ
t(β)

= eασ,σ ∈ I v(ξv).因为 e≠ e′, 所以假设不成立 .
若 v≠ t(α)，由 G 为强连通可得 ∃w ∈ Et(α)v ，满足 we′βξ

t(β) ∈ I t(α)(weαξt(α))= weασ,σ ∈ I t(α)(ξt(α)).因为 e≠ e′,所

以假设不成立 .
综上所述，对于 ∀e ∈ Evu ,e′ ∈ Evu′,e≠ e′, Se(W u)⋂ Se′(W u′) =∅.证毕 .
推论 1 每个 Rs 为一个 β 空间，每一个 β 空间的紧子集为一个 β 空间 .
证明 此推论是［6］中定理 11 的结果 .
定理 2 若 K 为一个 β 空间，且满足 SOSC，则 Hα(K)> 0 .
证明 对 于 ∀v ∈ V ，设 { }Uv v ∈ V 为 满 足 SOSC 的 开 集 ，则 ：Uv ⋂ Kv ≠∅. 即 ∃x ∈ Kv,ε > 0 ，使 得

B(x,ε) ⊂Uv . 设 B 为可测集，使得 b = diamBdiamK
≤ 1 .

对于 ∀u,v ∈ V ，令

I uvb ={ }α ∈ E*
uv:rα ≤ b < rα||α| - 1 , Iuv ={ }e ∈ I *uv: ∪

e ∈ E*
uv

Se(Kv)⋂ B≠∅ , Iu = ∪
u ∈ V

Iuv , I = ∪
u ∈ V

Iu ,

Se(B( )x,ε )⋂ K = B( )xe ,εre ⋂ K 是互不相交的，且 ∀y ∈ B 都包含在

⋃( )y,diamB + max
e ∈ I diamKi(e) + max

e ∈ I εre ⊂⋃( )y,b( )2diamK + ε .
存在常数 C（依赖 ε），使得 #I≤ C . 所以有

μ( )B ≤ Cmax
e′ ∈ I μ( )Ki( )e′ = Cmax

e′ ∈ I μ
æ

è
çç

ö

ø
÷÷∪

e ∈ E
i( )e′

Se(Kt( )e ) = Cmax
e′ ∈ I∑

v ∈ V
∑
e ∈ E

i( )e′ v

r se μ(Kv) ≤ Cbs .
所以由质量分布原理得 Hα(K)> 0 . 证毕 .
定理 3 若 { }Ku { }u ∈ V 是互不相交的，则 Hα(K)> 0 .
证明 令 δ = min

e≠ e′
Dæ
è

ö
ø

∪
e ∈ Eu

Se(Kt( )e ), ∪
e′ ∈ Eu

Se′(Kt( )e′ ) .
下面考虑一个可测集 B⊂ X,b在定理 2 中已定义，使得 b = 2diamB

δ
≤ 1，则 diamB < δr*α ，所以 B 至多与

一个 Ku 相交，则

μ( )B ≤ μ( )Ku = μæ
è

ö
ø

∪
e ∈ Eu

Se(Kt( )e ) =∑
v ∈ V
∑
e ∈ Euv

r αe μ(Kv) ≤ bα∑
v ∈ V

∑
v ∈ V

μ(Kv) = bα ≤ 2α δ-α( )diamB
α .

所以由质量分布原理得 Hα(K)> 0 . 证毕 .
定理 4 设 ( )V,E 为强连通图，若 K 满足 SOSC，则 dim K = α .
证明 因为 K 满足强开集条件，设 { }Uu { }u ∈ V 为满足条件的开集，则对于 ∀α ∈ E(n)

vu , α′ ∈ E(n)
vu , α≠ α′,有

Sα( )Uu ⋂ Sα′( )Uu′ =∅,Sα( )Uu ⊂Uv .
由［7］，对 于 ∀u,u′ ∈ V 有 一 个 循 环 β ∈ E*

uu , η ∈ E*
u′u′ ，使 得 Sβ( )Ku ⊆Uu,Sη( )Ku′ ⊆Uu′, 所 以

Sα(Sβ( )Ku )⋂ Sα′(Sη( )Ku′ ) =∅,即 Sαβ( )Ku ⋂ Sα′η( )Ku′ =∅ .
下面定义新的 IFS，首先定义一新的定向图 ( )V′,E′

V′ = V,Euv′ ={ }αβv:α ∈ E(n)
uv ,Sαβv

′ = Sαβv
.

而 Sαβv
′( )Kv′ ⊆ Ku ，所以 Kv′为 Kv 的子集 . 所以 Sαβu

′( )Ku′ ⋂ Sα′η
u′
′( )Ku′′ =∅ ，即 { }Ku′ { }u ∈ V 是互不相交的 .

由定理 3 得，Hα′(K′)> 0 ，由 K′ = ∪
u ∈ V

Ku′，所以 Hα′(K)> 0 ，则 α′≤ dimK≤ α .
假设 β = dimK < α ，即 α′≤ β < α .
因为 ( )V,E 为强连通的，所以 As = (∑

e ∈ Euv

r se)不可约，且 As 有特征值为 1，则有正特征向量
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λu =∑
v ∈ V
∑
e ∈ Euv

r seλv，且∑
u ∈ V

λv = 1 .

因为 ( )V′,E′ 也为强连通的，同理得 As′ =
æ
è
ç

ö
ø
÷∑

α ∈ E( )n
uv

r s
αβv 不可约，且有正特征向量

λ′
u =∑

v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r s
αβvλv′，且∑

u ∈ V
λv′ = 1.

所以∑
u ∈ V
∑
v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r α′
αβvλv′ = 1 .

令 C = min
v ∈ V rβv ，则

C-α′ ≥∑
u ∈ V
∑
v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r α′α λv′≥∑
u ∈ V
∑
v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r
β

α λv′=∑
u ∈ V
∑
v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r αα r
β - α

α λv′≥∑
u ∈ V
∑
v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r αα r
n(β - α)
max λv′≥

∑
u ∈ V
∑
v ∈ V
∑
α ∈ E( )n

uv

r αα r
n(β - α)
max min

v ∈ V
λv′
λv

λv = r
n(β - α)
max min

v ∈ V
λv′
λv

→∞ (n→∞),
而 C-α′ 被 C-b 限定，则与假设矛盾 . 所以 dim K = α . 证毕 .

定理 5 若对于某一 u ∈ V ，有 γu < ∞ ，则 K 是一个 β 空间 .
证明 对于 ∀u ∈ V,ξ ∈ E*

u , γu = sup
ξ ∈ E*

u

{ }#Iu( )ξ < ∞ .
设 0 < d < 1,∀u,v ∈ V ，

I uvd ={ }α ∈ E*
vv:rα ≤ d < rα||α| - 1 ,

I ud ={ }α ∈ E*
u:rα ≤ d < rα||α| - 1 .

令 r∅∅
= 1，则 I ud = ∪

v ∈ V
I uvd , Ku = ∪

α ∈ I ud
Kα .

由 ξ ∈ E*
u 可得

Iu( )ξ ={ }α ∈ I u
rξ :Kα ⋂ Gξ ≠∅ , Iuv( )ξ ={ }α ∈ I uv

rξ :Kα ⋂ Gξ ≠∅,∀v ∈ V , Iu( )ξ = ∪
v ∈ V

Iuv( )ξ .

首先证明：对于 ρ≤ diamK ，有 N(K,ρ) ≤ æ
è
ç

ö
ø
÷

diamK
ρrmin

α

.
设 B1,B2 ,B3 ,⋯Bp 为半径为 ρ ，中心 xk 在 K 上的互不相交的球，有 αk ∈ I ρ

diamK
，即 rαk1k2⋯kn

≤ ρ
diamK

<

rαk1k2⋯kn - 1
，使得 xk ∈ Ki( )αk

，所以 K
i( )αk

⊂ Bk ，即 { }K
i( )αk

是互不相交的 .
令 K′ =⋃K

i( )αk

⊂ K ，由定理 3 得 dimK′ = β≤ α ，且

1 =∑
v ∈ V
∑
α ∈ E*

uv

r
β

α λv ≥ pæ
è
ç

ö
ø
÷

ρrmindiamK

β∑
v ∈ V

λv = p
æ
è
ç

ö
ø
÷

ρrmindiamK

β

,

所以 p = N(K,ρ) ≤ æ
è
ç

ö
ø
÷

diamK
ρrmin

α

.
设 x ∈ K ，给定 R,ρ,α ∈ I uvb ,b = R

ε
，使得 x ∈ Ku . 由于U(x,R) ⊂U(Ku ,εrα||α| - 1)，所以

N(U(x,R),ρ) ≤ N(K,ρ) ≤∑
u ∈ V
∑
α ∈ I ub

æ
è
ç

ö
ø
÷

diamKα

ρrmin

α

≤ Aγur
α
α

æ
è
ç

ö
ø
÷

diamK
ρrmin

α

≤ Aγu
æ
è

ö
ø

R
ε

αæ
è
ç

ö
ø
÷

diamK
ρrmin

α

≤ Aγu
æ
è
ç

ö
ø
÷

R
ρ

α
æ
è
ç

ö
ø
÷
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.

A = #{ }u|u ∈ V ,

所以 K 为一个 β 空间 . 证毕 .
推论 2 若对于某个 u ∈ V ，γu < ∞ ，则 Hα(K)> 0
证明 由定理 1 及定理 3 和定理 5 可得 . 证毕 .
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