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［摘要］ 研究了一类具有非线性传染率、生育脉冲和随机干扰的 SIS 传染病模型 . 通过建立 Lyapunov 函数证明

了全局正解的存在唯一性，研究疾病是否消亡，得到了疾病灭绝的充分条件，利用随机非线性理论中 Lyapunov
指数，得到无病解随机指数渐近稳定的充分条件 .
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Dynamics Analysis of a Stochastic SIS Epidemic Model
with Nonlinear Incidence and Birth Pulses
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Abstract：A stochastic SIS epidemic model with nonlinear incidence and birth pulses is investigated in this paper. The
existence and uniqueness of the global positive solution are proved by establishing Lyapunov function. The sufficient
condition for stochastic extinction of the infection is gained. The sufficient condition for the stochastically exponentially
asymptotically stability of infection-free solution is gained by using the Lyapunov exponents.
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传染病始终威胁着人类的生命健康与生存发展，如何预防传染病的产生，以及如何制定有效的防控

策略，越来越成为当今世界研究的重大课题 . 传染病动力学是对传染病做定性、定量、稳定性等方面分析

的一种重要方法 . 对于传染病动力学的研究，国内外许多学者做了大量的工作［1-3］.
传染病在传播过程中存在状态变量突然变化的现象，可用脉冲微分方程来对其进行描述［4］.Jiao［5］等研

究了在固定时刻对害虫数量脉冲控制的 SI 害虫管控模型，并通过与经典模型对比，得出脉冲控制方法更

优的结论 . 甘文珍、史一欢［6］利用 Lyapunov 函数的方法研究了一类具有弱耦合扩散与非线性发生率的

SIRS 传染病模型，得到当 R < 1，初值较小且在一定范围内时，无病平衡点渐近稳定的结论 .
传染病的传播还常常受到白噪声等随机因素的干扰，因此随机微分方程理论在传染病动力学的研究

中是非常必要的 . 周艳丽、张卫国［7］研究了一类具有非线性传染率的随机 SIS 传染病模型，分析并得到了

疾病持续存在与随机灭绝的充分条件 . 王伟华［8］利用随机微分方程理论分析了一类具有比率依赖的动力

学行为，得到了系统正解的存在性、随机最终有界性等结论 .
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传染病在传播过程中会同时受到人为因素、白噪声等多种不同因素的干扰，而在一个模型中同时考

虑脉冲效应与随机扰动的研究并不多见 . 另外，已有的文献里传染病模型中大多考虑的随机因素项单一，

例如只考虑染病者转为易感者的比率有随机干扰的情形 . 基于以上因素，本文研究一类具有非线性传染

率和脉冲生育的随机 SIS 传染病模型，考虑复杂的随机干扰，将随机因素引进到模型中的传染率、死亡率和

染病者转为易感者的比率里，并从理论分析和数值模拟两方面研究该随机传染病模型的复杂动力学行为 .
1 模型描述

设 S(t) , I(t)分别代表 t 时刻易感者和感染者的数量，文献［9］讨论了 SIS 传染病模型

ì
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î

ï
ï

ï
ï

ü
ý
þ

Ṡ = -βSI - σS + δI
İ = βSI - (σ + δ)I ， t≠ nT，

}ΔS = be-NNΔI = 0 ，  t = nT，

其中 β,σ,δ,b 均为正常数，βSI 为双线性发生率，σ 为死亡率且 0≤σ≤ 1，δ 为染病者转为易感者的比

率 . 生育脉冲发生在 t = nT (n ∈N+) 时刻，在不考虑垂直传染的情况下，生育脉冲为 ΔN = be-NN ，即新出生

个体均为易感者，T 是两个连续生育脉冲发生时间之差，ΔS = S(t+)- S(t)，ΔI = I(t+)- I(t) .
系统中传染率 βSI 是线性的，而日常生活中的实际情况相对复杂，因而这里考虑非线性的传染率

βSI
ψ(I) . 考虑到易感者与染病者的死亡率不一定相等，令 σ1, σ2 分别表示易感者与染病者的死亡率 . 系统常

常受到外界的噪声干扰，现在假设模型中的每一项都受到随机干扰，对参数 β, σ1, σ2 , δ 做如下变换

β→ β + α1Ḃ1(t)，   σ1 →σ1 + α2 Ḃ2(t)，
σ2 →σ2 + α3Ḃ3(t)，  δ→ δ + α4 Ḃ4(t) .

从而得到具有非线性传染率的传染病模型：
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dS = æ
è
ç

ö
ø
÷-

βSI
ψ(I) - σ1S + δI dt - α1SI

ψ(I) dB1(t)- α2SdB2(t)+ α4 IdB4(t)
dI = æ

è
ç

ö
ø
÷

βSI
ψ(I) - (σ2 + δ)I dt + α1SI

ψ(I) dB1(t)- α3IdB3(t)- α4 IdB4(t)
， t≠ nT，

}ΔS = be-NNΔI = 0 ，  t = nT，

（1）

其中 αi , Ḃi(t) (i = 1,2,3,4)分别表示白噪声强度与标准白噪声，ψ(I)满足 ψ(0)= 1 和 ψ' (I) ≥ 0 . 容易看出对于

所有的 I≥ 0 都有 ψ(I) ≥ 1 .
2 全局正解的存在唯一性

定理 1 对于任意给定初值 S(0)> 0 , I(0)> 0 ，当 t≥ 0 时，系统（1）存在唯一解 S(t)> 0 , I(t)> 0 .
证明 首先，建立如下无生育脉冲的系统：

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

dS̄ = æ
è
ç

ö

ø
÷-

βS̄Ī
ψ(Ī) - σS̄ + δĪ dt - α1S̄Ī

ψ(Ī) dB1(t)- α2 S̄dB2(t)+ α4 ĪdB4(t)，

dĪ = æ
è
ç

ö

ø
÷

βS̄Ī
ψ(Ī) - (σ + δ)Ī dt + α1S̄Ī

ψ(Ī) dB1(t)- α3 ĪdB3(t)- α4 ĪdB4(t) .
（2）

系统（2）的系数是局部 Lipschitz 连续的，故对于任意给定的初值 (S̄(0) ,  Ī(0)) ∈D ，系统（2）存在唯一的

局部解 (S̄(t) ,  Ī(t)) ∈D , t ∈[0 ,te)，其中 t 为爆破时间 . 现定义停时

tk = inf{ }t ∈[0,te] : S̄(t) ≤ 0 或 Ī(t) ≤ 0 ，

其中假设 infϕ =∞（ϕ 表示空集）. 由停时的定义可知，如果可以证明 tk = ∞ a.s.，那么当 t > 0 时，te = ∞ ，并

且 S̄(t)> 0, Ī(t)> 0 一定存在 . 若不然，则存在常数 T > 0 和 ε ∈( 0  ,  1)使得 P{tk ≤ T}> ε .
下面证明 tk = ∞ a.s.，考虑如下 Lyapunov 函数
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V ( )S̄(t) , Ī(t) = -lnæ
è
ç

ö
ø
÷

σS̄
b

- lnæ
è
ç

ö
ø
÷

σĪ
b

，

其中 b为正常数，由 Itô 公式得

dV (S̄ ,  Ī)= - 1
S̄
dS̄ - 1

Ī
dĪ + 1

2S̄2 (dS̄)2 + 1
2Ī2 (dĪ)

2 =
æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

βĪ
ψ(Ī) + σ1 -

δĪ
S̄

+ 12
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α1 Ī
ψ(Ī)

2
+ 12 α2

2 +
12
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α4 Ī
S̄

2
dt +

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷-

βS̄
ψ(Ī) + (σ2 + δ)+ 12

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α1S̄
ψ(Ī)

2
+ 12 α2

3 +
12 α2

4 dt + α1 Ī
ψ(Ī) dB1(t)+ α2dB2(t)- α4 Ī

S̄
dB4(t)- α1S̄

ψ(Ī) dB1(t)+
α3dB3(t)+ α4dB4(t) ,            

因为 ψ(Ī) ≥ 1，那么

dV (S̄ , Ī) ≤Q(S̄(s) , Ī(s))dt + α1(Ī - S̄)
ψ(Ī) dB1(t)+ α2dB2(t)+ α3dB3(t)+ α4

S̄ - Ī
S̄

dB4(t)， （3）
其中

Q(S̄(s) , Ī(s))= βĪ + 12 α2
1 Ī

2 + 12
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

α4 Ī
S̄

2
+ (σ1 + σ2 + δ)+ 12 α2

1 S̄
2 + 12 α2

2 +
12 α2

3 +
12 α2

4 ，

对（3）两边同时从 0 到 t 积分得

V (S̄ , Ī) ≤ V (S̄(0) , Ī(0))+ ∫0tQ(S̄(s) , Ī(s))ds + ∫0t α1(Ī - S̄)
ψ(Ī) dB1(s)+ ∫0tα4

æ
è
ç

ö
ø
÷

S̄ - Ī
S̄

dB4(s)= P(S̄ , Ī)，

又因为 V ( )S̄(t) , Ī(t) = -lnæ
è
ç

ö
ø
÷

σS̄
b

- lnæ
è
ç

ö
ø
÷

σĪ
b

，且由停时的定义可知 lim
t→ τk

V (S̄ , Ī)= ∞ ，所以得出矛盾

∞≤ P(S̄ , Ī)< ∞ ，

故必有 tk = ∞ a.s.，那么对于任意给定初值 S̄(0)> 0 , Ī(0)> 0 ，系统（2）存在唯一解 S̄(t)> 0, Ī(t)> 0 .
那么，对于系统（1），当 t ∈[0, T] 时，对于任意给定初值 S(0)> 0 , I(0)> 0 ，显然系统（1）存在唯一解

S1(t)> 0, I1(t)> 0 ；由于系统（1）中存在生育脉冲，当 t = T 时，因为 b > 0 ，那么必有

S(T+)= S(T)+ΔS > 0, I(T+)= I(T)+ΔI > 0 ，

所 以 当 t ∈(  T, 2T] 时 ，系 统（1）唯 一 的 解 为 S2(t)> 0, I2(t)> 0 ；依 此 可 得 ，当 t ∈(kT , (k + 1)T] 时 ，

Sk + 1(t)> 0, Ik + 1(t)> 0 .
所以对于任意给定初值 S(0)> 0, I(0)> 0 ，当 t≥ 0 时，系统（1）存在唯一解 S(t)> 0, I(t)> 0 .

3 疾病的随机灭绝性

引理 1［10］ 如果当 t≥ 0 时，M(t) 是一个局部连续鞅，且满足 M(0)= 0 ，那么存在 k0(ω) 对几乎所有的

满足 k > k0(ω)的 ω ∈Ω 都有如下不等式成立：

M(t) ≤ γk2 M(t) + θ ln k
γk

，

其中，γk 为一列正数，θ > 1，M(t) 是 M(t)的二次变分 .
定理 2 在随机系统（1）中，对于任意具有正初值的解 (S(t) , I(t))，假设条件：

2α2
1 (σ2 + δ +

12 α2
3 +

12 α2
4)- β2 > 0

成立，则系统中的染病者 I(t)将以指数形式趋于零 .
证明 定义 Lyapunov 函数

V (I(t))= ln I(t)，
由 Itô 公式得

dV (I)= 1
I
dI - 1

2I2 (dI)
2 =

æ

è
çç

ö

ø
÷÷

βS
ψ(I) - (σ2 + δ)- 12

æ
è
ç

ö
ø
÷

α1S
ψ(I)

2
- 12 α2

3 -
12 α2

4 dt + α1S
ψ(I) dB1(t)- α3dB3(t)- α4dB4(t)，
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将上式两边同时从 0 到 t 积分得

ln I(t)- ln I(0)= ∫0tæ
è
çç

ö

ø
÷÷

βS(s)
ψ(I(s)) - (σ2 + δ)- 12

æ
è
ç

ö
ø
÷

α1S(s)
ψ(I(s))

2
- 12 α2

3 -
12 α2

4 ds - α3B3(t)- α4B4(t)+M(t)， （4）

其中 M(t)= ∫0t α1S(s)
ψ(I(s)) dB1(s). 由引理 1 可得如下不等式：

M(t) ≤ γk2 α2
1 ∫0tæèç ö

ø
÷

S(s)
ψ(I(s))

2
ds + 2 ln k

γk

, t ∈[0,k]， （5）
将（5）代入（4）可以得到

ln I(t) ≤ ln I(0)+ æ
è
çç

ö

ø
÷÷

β2

2(1 - γk)α2
1
- σ2 - δ -

12 α2
3 -

12 α2
4 t - α3B3(t)- α4B4(t)+ 2 ln k

γk

，

因此，当 k - 1≤ t≤ k 时，有

ln I(t)
t

≤ ln I(0)
t

+
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

β2

2(1 - γk)α2
1
- σ - δ - 12 α2

3 -
12 α2

4 - α3
B3(t)
t

- α4
B4(t)
t

+ 2 ln k
γk(k - 1) ，

由强大数定律可知 lim
t→∞

Bi(t)
t

= 0 . 令 k→∞ ，γk →0 有

lim sup
t→∞

ln I(t)
t

≤ β2

2α2
1
- (σ2 + δ +

12 α2
3 +

12 α2
4) a.s.. （6）

因为条件 2α2
1 (σ2 + δ +

12 α2
3 +

12 α2
4)- β2 > 0 成立，由上式得到

lim sup
t→∞

ln I(t)
t

≤ β2

2α2
1
- (σ2 + δ +

12 α2
3 +

12 α2
4)< 0 .

因此，在系统（1）中，将疾病以指数形式趋于灭绝 .
4 无病解的随机稳定性

由定理 2 可知，当 2α2
1 (σ2 + δ +

12 α2
3 +

12 α2
4)- β2 > 0 时，疾病终将消亡 . 下面来讨论当种群中不存在染

病者，即 I(t) ≡ 0 时，系统平凡解的稳定性 . 此时系统（1）变为：

{dS = -σ1Sdt - α3SdB3(t) ,  t≠ nT,
ΔS = S·be-S ,      t = nT .

（7）
由 ΔS = S·be-S > 0 得 S+ > S ，构造比较系统：

ì
í
î

ï

ï

dS′= -σ1S′dt - α3S′dB3(t) , t≠ nT,
S′+ = S′ ,        t = nT ,
S′0 = S0 > 0 .

（8）

系统（8）有唯一的正解 S′(t)= S′0 expìí
î

ü
ý
þ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷-σ1 -

α2
32 t - α3B3(t) ，且由比较定理有

S(t) > S′(t) .
由 ΔS = S·be-S 得 S+ = (1 + be-S)S < (1 + b)S ，构造如下的比较系统

ì
í
î

ï

ï

dS″= -σ1S″dt - α3S″dB3(t) ,  t≠ nT,
S″+ = (1 + b)S″,       t = nT , 
S″0 = S0 > 0 . 

（9）

脉冲系统（9）存在唯一正解 S″(t)= (1 + b)k + 1S″0 expìí
î

ü
ý
þ

æ

è
çç

ö

ø
÷÷-σ1 -

α2
32 t - α3B3(t) ，且由比较定理可得

S(t) < S″(t)，
从而有

S′(t) < S(t) < S″(t)， （10）
-- 13
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所以系统（7）的解是存在的 .
系统（7）存在平凡解为 S(t)= 0 ，用范数  S(t) 表示系统（7）的解偏离平凡解的距离，其最大 Lyapunov

指数为 λ = lim
t→∞

1
t
ln S(t) ，显然  S(t) 是一个随机过程 . 又因为系统（7）中 S(t)> 0 ，且为一维，那么

 S(t) = S(t) . 由（10）式可得

lim
t→∞

1
t
ln( )S' (t) < lim

t→∞

1
t
ln( )S(t) < lim

t→∞

1
t
ln( )S' ' (t) .

由最大 Lyapunov 指数的定义得出系统（8）的最大 Lyapunov 指数为 λ′= -σ1 -
α2

32 ，系统（9）的最大

Lyapunov 指数为 λ″= k + 1
t

ln(1 + b)- σ1 -
α2

32 . 由于 k < t
T

，所以有 λ″< ln(1 + b)
T

- σ1 -
α2

32 . 从而有

-σ1 -
α2

32 < λ = lim
t→∞

1
t
ln( )S(t) <

ln(1 + b)
T

- σ1 -
α2

32 .
又上式，当

ln(1 + b)
T

- σ1 -
α2

32 ≤ 0 时，有 -σ1 -
α2
2 < 0 ，从而系统（7）的平凡解随机指数渐近稳定；若

ln(1 + b)
T

- σ1 -
α2

32 > 0 ，则不能确定平凡解是否稳定 .
定理 3 若下列条件成立：

2α2
1 (σ2 + δ +

12 α2
3 +

12 α2
4)- β2 > 0 ，

ln(1 + b)
T

- σ1 -
α2

32 ≤ 0 ， （11）
则系统（7）的平凡解是随机指数渐近稳定的 .
5 数值模拟和结论

现在系统（1）中取 β = 0.9 ，σ1 = 0.2 ，σ2 = 0.3，δ = 0.1，b = 1.5，T = 1，ψ(I)= 1 + I ，α1 = 0.1，α2 = 0.15，

α3 = 0.1，α4 = 0.11 . 系统（1）过初始点（1，2）唯一解的相图如图 1（a）所示，时间序列图如图 1（b）所示 . 如
果另取 β = 0.2 ，则 2α2

1 (σ2 + δ +
12 α2

3 +
12 α2

4)- β2 > 0 成立，由定理 2 知染病者 I(t) 将以指数形式趋于零，如

图 2（a）所示 . 如果另取 β = 0.2 ，σ1 = 0.6 ，b = 0.4 ，α1 = 0.4 ，条件（11）成立，由定理 3 系统的平凡解是随机

指数渐近稳定的，过初始点（1，2）的解的时间序列图如图 2（b）所示 .

图1 当 β =0.9，σ1 =0.2，σ2 =0.3，δ =0.1，b =1.5，T=1，ψ(I) =1+I，α1 =0.1，

α2 =0.15，α3 =0.1，α4 =0.11时系统（1）的（a）相图；（b）时间序列图 .

Fig.1 The phase portrait（a）and time series of S，I（b）of system（1）with β =0.9，σ1 =0.2，σ2 =0.3，

δ =0.1，b =1.5，T=1，ψ(I) =1+I，α1 =0.1，α2 =0.15，α3 =0.1，and α4 =0.11

本文讨论了一类具有非线性传染率与脉冲生育的随机 SIS 传染病模型的全局正解的存在唯一性，疾

病随机灭绝的充分条件，以及系统平凡解的随机渐近稳定性 . 当 2α2
1 (σ2 + δ + α2

3 2 + α2
4 2)> β2 时，染病者

I(t) 以 指 数 形 式 趋 于 灭 绝 ，而 易 感 者 不 趋 向 于 零 ，这 有 利 于 疾 病 的 控 制 ；如 果 还 有 条 件

ln(1 + b)
T

- σ1 -
α2

32 ≤ 0 成立，染病者和易感者会趋于灭亡 . 这种情形下，参数 b的增大，生育时间周期 T 的

减少，白噪声的强度的减少利于种群无病者的存在 . 对于系统（1）的噪声的强度对系统解的有界性和周期
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解的分岔的影响等问题，暂时没有方法解决，留待以后进一步讨论 .

（a）σ1 = 0.2 ，b = 1.5，α1 = 0.1；（b）σ1 = 0.6 ，b = 0.4 ，α1 = 0.4
图2 当 β =0.2，σ2 =0.3，δ =0.1，T=1，α2 =0.15，α3 =0.1，α4 =0.11时系统（1）的时间序列图

Fig.2 The time series of S, I of system（1）with β =0.2，σ2 =0.3，δ =0.1，T=1，α2 =0.15，α3 =0.1，α4 =0.11
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