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［摘要］ 考虑了一类由 G 布朗运动驱动的随机微分方程，在其参数满足局部非利普希茨条件下，采用逐步逼近

的方法，得到了方程的局部解的存在性和唯一性 .
［关键词］ 局部非利普希茨，微分方程，G 布朗运动

［中图分类号］O175.29；O211.6 ［文献标志码］A ［文章编号］1001-4616（2016）03-0026-07

Successive Approximation to Solutions of G-Stochastic Differential
Equations with Local Non-lipschitz Conditions

Wang Bingjun1，2，Yuan Mingxia3，Zhang Hui2

（1.School of Mathematical Science，Nanjing Normal University，Nanjing 210046，China）
（2.Department of Public Basic Courses，Jinling Institute of Technology，Nanjing 211169，China）

（3.Jinling College，Nanjing University，Nanjing 210089，China）
Abstract：This paper consider a class of stochastic differential equations driven by G-Brownian motion with local non-

lipschitz conditions. The existence and uniqueness of the local solutions are gain.
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受到金融中风险度量、套期保值等不确定问题的启发，彭［1-3］系统地建立了非线性期望理论 . 作为典

型的且比较重要的一类，彭［4，5］着重介绍了 G 期望理论 . 随后，在 G 期望理论的框架下，G 布朗运动及其伊

藤型随机积分等概念和性质得到了相应的研究 . 在这个基础上，文献［4，6］在利普希茨条件下研究了由 G

布朗运动驱动的随机微分方程的解的存在唯一性 . 然而利普希茨条件的要求比较苛刻 . 文献［7］在全局

的卡拉泰奥多里条件下通过迭代逼近的方法，研究了 G 布朗运动驱动的随机微分方程的解的存在唯一

性 . 但是作为更一般的情况，局部的利普希茨条件下的 G -随机微分方程的解的存在性和唯一性仍然值

得研究 .
本文在局部非利普希茨条件下研究如下 G 随机微分方程：

dx(t)= f (t,x(t))dt + g(t,x(t))d B
t
+ h(t,x(t))dB(t), t ∈[t0 ,T]， （1）

初始条件为 x(t0)= x0 ∈ L2
G(Ωt0

) ，其中 f (t,x),g(t,x),h(t,x) ∈M 2
G (0,T) ，B(t) 为 G 布朗运动，B

t
是其二次变差过

程 .
1 预备知识

在本部分，我们介绍 G -期望，G -布朗运动，G -随机积分等概念和性质，更详细的内容可以参考文

献［2，4，8，9，10］.
定义 1 设 Ω 是一个给定的集合，H 是由定义在 Ω 上的实值函数构成的线性空间，且满足对
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∀φ ∈ Cb,Lip(Rd) ，若 Xi ∈H, i = 1,2,…,d ，则 φ(X1,X2 ,…,Xd) ∈H ，其中 Cb,Lip(Rd) 是有界实值利普希茨连续函数

构成的空间 . 实值泛函 E :H→R称为是次线性期望，如果它满足如下性质：对 ∀X,Y ∈H ，

（1）单调性：若 X≥ Y ，则 E[X] ≥ E[Y ] .
（2）常数保值性：E[C]= C ，其中 C ∈R .
（3）次可加性：E[X + Y ] ≤ E[X]+ E[Y ] .
（4）E[λX]= λE[X]，其中 λ≥ 0 .
则称 (Ω,H,E)为次线性期望空间，X ∈H 称为是 (Ω,H,E)中的随机变量 . 称 Y = (Y1,…,Yd)为 (Ω,H,E)中

的 d 维随机向量 .
定义 2 称次线性期望空间 (Ω,H,E) 中的 n 维向量 Y = (Y1,Y2 ,…,Yn) 与 m 维向量 X = (X1,X2 ,…,Xm) 独

立，如果对 ∀φ ∈ Cb,Lip(Rm× n)，有
E[φ(X,Y)]= E[E[φ(x,Y)]x =X].

定义 3 设 X,Y 分别是定义在 (Ω1,H1,E1)和 (Ω2 ,H2 ,E2)中的两个 n 维向量，称他们是同分布的，如果

E1[φ(X)]= E2[φ(Y)]，
记作 X=

d
Y . X̄ 称为是 X 的独立的修正，如果 X̄ 独立于 X 且与 X 同分布 .

定义 4 称 (Ω,H,E)上的 d 维向量 X = (X1,X2 ,…,Xd)服从 G 正态分布，若对 ∀a,b≥ 0 ，有

aX + bX̄=
d

a2 + b2 X ，

其中 X̄ 是 X 的独立的修正，G(A)= 12 E[(AX,X)] : Sd →R ，Sd 是 d × d 的对称矩阵构成的集合 . 特别的，当

d = 1时，则 A = a为常数，G(a)= 12 (σ̄2a+ - σ
_

2a-)，其中 σ
_

2: - E[-X2] ≤ E[X 2] : = σ̄2 . 为简单起见，本文取 d = 1 .
定义 5 次线性期望空间 (Ω,H,E)中的过程 (B(t) ∈H)t≥ 0 称为是 G 布朗运动，如果它满足如下性质：

（1）B(0)= 0 ，

（2）对任意的 s, t≥ 0 ，增量 B(t + s)- B(t)=d s Z 且独立于 (B(t1),…,B(tn)) ，0≤ t1 ≤ t2 ≤…≤ tn ≤ t ，其中 Z

服从 G 正态分布 .
可以通过如下方式构造 G 布朗运动 . 取 Ω = C0(R+) 为具有实值连续路径的 (wt)t ∈R+ 构成的距离空间，

且 w0 = 0 ，其距离定义为

ρ(w1
t - w

2
t ) : =∑

i = 1

∞ 2-i[max
t ∈[0, i] ( ||w1

t - w
2
t ∧ 1)] .

记 Bw(t)= wt , t ∈[0, +∞) . 令
Lip(Ω)={ }φ(wt1

,…,wtn
) :∀n≥ 1, t1,…,tn ∈[0, +∞),∀φ ∈ Cb,Lip(Rn) .

取 H = Lip(Ω) 作为随机变量构成的线性空间 . 接下来，在 (Ω,H) 上构造次线性期望 Ê . 对每个 H 中的随机

变量
ξ = φ(B(t1),B(t2)- B(t1),…,B(tn)- B(tn - 1)), t1 ≤ t2 ≤…≤ tn ,

记 Ê[ξ] : = Ē[φ(X1 t1 ,X2 t2 - t1 ,…,Xn tn - tn - 1 )], t1 ≤ t2 ≤…≤ tn ，其中 { }Xi

n

i = 1 是次线性期望空间 (Ω̄,H̄, Ē) 上
的随机变量序列，对每个 i, Xi=

d
X1, Xi + 1 独立于 (X1,…,Xi) ，而 X1 服从 G 正态分布 . 容易验证，通过上述方

式构造的泛函 Ê 是 (Ω,H) 上的次线性期望，且过程 Bw(t)= wt, t ∈[0, +∞) 是 (Ω,H, Ê) 上的 G 布朗运动 . 在接

下来的讨论中，我们用此次线性期望空间及 G 布朗运动 . 记 L
p

G(Ω) 为 Lip(Ω) 在范数  X p
= (Ê[ ||X p ])

1
p
下的

完备化空间 .
记 B(Ω) 为 Ω 的伯雷尔 σ 代数 . 文献［4］证明了存在一族定义在 (Ω,B(Ω)) 上的弱紧的概率测度序列

P 使得

Ê[X]= sup
P ∈P

EP[X], ∀X ∈ L1
G(Ω)，
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其中 EP 是关于概率测度 P 的线性期望 .
现在，我们介绍自然肖凯容量，

c(A) : = sup
P ∈P

P(A), A ∈ B(Ω).
定义 6 集合 A ∈ B(Ω)称为是极集，如果 c(A)= 0. 一个性质称为是拟成立的（q.s.），如果它在除了一个

极集外都成立 .
定义 7 定义在 Ω 上的实值函数称为是拟连续的，如果对 ∀ε > 0 ，存在一个开子集 O ，c(O)< ε ，使得

|X
Oc 是连续的 . 我们称 X:Ω→R有一个拟连续的修正，如果存在一个拟连续的函数 Y:Ω→R使得 X = Y ，q.s..

对每个 t ∈[0,∞)，我们介绍下列空间：

Ωt: ={ }w( ∙ ∧ t) : w ∈Ω ，Ft : = B(Ωt)，
L0(Ω) : B(Ω) 可测实值函数构成的空间；L0(Ωt) : Ft 可测实值函数构成的空间，Bb(Ω) : L0(Ω) 中的有界的元

素，Bb(Ωt) : = Bb(Ω)⋂ L0(Ωt)，Cb(Ω) : Bb(Ω)中的连续的元素，Cb(Ωt) : = Cb(Ω)⋂ L0(Ωt) .
记 Lb(Ω)是 Bb(Ω)的完备化空间，Lc(Ω)是 Cb(Ω)的完备化空间，文献［4］证明了 Lc(Ω) ⊂ Lb(Ω)，且 L

p

b (Ω)
和 L

p

c (Ω)有如下表示：

L
p

b (Ω)={ }|X ∈ L0(Ω) lim
N→∞

Ê[ ||X p
I{ }||X > N

]= 0 ，

L
p

c (Ω)={ }|X ∈ L p

b (Ω) X有一个拟连续的修正 ，

并且 L
p

c (Ω)= Lp

G(Ω), L p

b (Ωt)= Lp

b (Ω)⋂ L0(Ωt), L
p

G(Ωt)= Lp

G(Ω)⋂ L0(Ωt), p > q≥ 1时，有 L
p

G(Ω) ⊂ L
q

G(Ωt).
引理 1［4］ 设 p,q > 1, 1

p
+ 1
q
= 1, X ∈ L p

G(Ω), Y ∈ Lq

G(Ω)，则 XY ∈ L1
G(Ω)，且

Ê[ ||XY ] ≤ (Ê[ ||X p)
1
p (Ê[ ||X q)

1
q .

接下来，我们介绍关于 G 布朗运动的伊藤积分 . 设 π t = t0 , t1,…,tN 是 [0,T] 的一个分割，考虑如下简单

过程：ηt(w)=∑
k = 0

N - 1
ξk(w)I [tk , tk + 1)(t) ，其中 ξk ∈ L p

G(Ωtk
), k = 0,1,…,N - 1 . 所有这样的简单过程构成的集合记为

M
p,0
G (0,T)，其在范数

 η
M

p

G

= [∫0T E[ ||η p]dt]
1
p

下完备的空间记为 M
p

G (0,T)，且有 M
p

G (0,T) ⊂M
q

G(0,T), p≥ q.
定义 8 对 η ∈M p,0

G (0,T)，定义其博赫纳积分为

∫0tηt(w)dt : =∑
k = 0

N - 1
ξk(w)(tk + 1 - tk) .

引理 2［4］ 对 η ∈M p

G (0,T)，有
Ê[∫0T ||η(t) pdt] ≤ ∫0T [Ê ||η(t) p]dt .

定义 9 对 ηw(t)=∑
k = 0

N - 1
ξk(w)I [tk , tk + 1) ∈M 2,0

G (0,T)，定义其伊藤积分为

∫0tη(s)dB(s) : =∑
k = 0

N - 1
ξk(w)(B(tk + 1)- B(tk)) .

映射 I :M 2,0
G (0,T)→ L2

G(ΩT )可连续延拓到 I :M 2
G (0,T)→ L2

G(ΩT ) . 对 η ∈M 2
G (0,T)，伊藤积分定义为

I(η) : = ∫0T η(t)dB(t) .
和经典的布朗运动不同，G 布朗运动 B(t) 的二次变差不是一个常数，而是 L2

G(Ωt) 中的一个过程，且有

如下表示：

B
t
: = lim

μ(πN
t )→ 0∑

k = 0

N - 1(B(tNk + 1)- B(tNk ))2 = (B(t))2 - 2∫0tB(s)dB(s) .
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定义 10 对 η(t) ∈M1,0
G (0,T)，定义映射 Q :M1,0

G (0,T)→ L1
G(ΩT )：

Q(η)= ∫0T η(t)d B
t
: =∑

k = 0

N - 1
ξk(w)( B tk+ 1

- B
tk
)，

Q可以被连续地延拓到 M1
G(0,T)→ L1

G(ΩT )，仍记此映射为 Q(η)= ∫0T η(t)d B
t
.

我们列出关于 G 布朗运动的伊藤积分的一些性质：

引理 3［4］ 对 η ∈M 2
G (0,T)，有

Ê[∫0T η(s)dB(s)]= 0 ，

Ê[(∫0T η(s)dB(s))2]= Ê[∫0T η2(s)d B
s
]，

σ
_

2 Ê[∫0T ||η(s) 2ds] ≤ Ê[(∫0T η(s)dB(s))2] ≤ σ̄2 Ê[∫0T ||η(s) 2]ds .
引理 4［6］ 对 η ∈M p

G (0,T), p≥ 2 ，令 X(t)= ∫0tη(s)dB(s) ，则存在常数 C 和 X(t) 的一个连续修正 X̄(t) 使得

下式成立：

Ê[ sup
s≤ u≤ t

|| X̄(u)- X̄(s) p] ≤ Cpσ̄
p
2 Ê[(∫st ||η(u) 2du)

p
2 ] .

引理 5［6］ 若 η ∈M p

G (0,T), p≥ 1，则
Ê[ sup

0≤ t≤ T

|
|
||

|
| ∫0tη(s)d B

s

p] ≤ σ̄
2p
T

p - 1∫0T Ê[ ||η(s) p]ds .

2 主要结论

为了证明方程（1）的解的存在唯一性，做出如下假设：

（H1） 存在函数 H(t,u) : [t0 ,∞]×R+ →R+ ，对于固定的 u≥ 0 ，H(t,u) 关于 t≥ t0 是局部可积的；对于固

定的 t≥ t0 ，H(t,u) 关于 u 是连续非降的 . 函数 f (t,x), g(t,x), h(t,x) 满足如下条件：对于 ∀t ∈[t0 ,T],
X ∈ B(x0 ,ρ)，

Ê[ || f (t,X) 2]+ Ê[ || g(t,X) 2]+ Ê[ ||h(t,X) 2] ≤H(t, Ê[ ||X 2])，
其中 x0 = X(t0) ∈ L2

G(Ω)，B(X,ρ)是以 X 为中心，ρ 为半径的闭球 .
（H2） （a）存在定义在 [t0 ,T]× [0,4ρ] 的函数 G(t,u) ≥ 0 ，对于固定的 u≥ 0 ，G(t,u) 关于 t≥ t0 是局部可

积的；对于固定的 t ∈[t0 ,T] ，G(t,u) 关于 u ∈[0,4ρ] 是连续非降的；G(t,0)= 0,∀t ∈[t0 ,T] . 另外，对于

∀t ∈[t0 ,T], X,Y ∈ B(x0 ,ρ)，下述不等式成立：

Ê[ || f (t,X)- f (t,Y ) 2]+ Ê[ || g(t,X)- g(t,Y ) 2]+ Ê[ ||h(t,X)- h(t,Y ) 2]≤G(t, Ê[ ||X - Y
2]).

（b）对于任意的常数 γ > 0 ，若对于 ∀t ∈[t0 ,T]，非负函数 ϕ(t)满足

ϕ(t) ≤ γ∫t0tG(s,ϕ(s))ds，
则 ϕ(t)= 0 .

引理 6［11］ 对于方程
dudt = γH(t,u)， （2）

其中 u(t0)= u0 , u0 ≥ 0 . 若 H(t,u)满足（H1），则对于任意的 γ > 0 ，微分方程（2）存在一个局部解 .
我们采用迭代的方法 . 对于 n = 1,2,3,…，定义

xn(t)= x0 + ∫t0t f (s,xn - 1(s))ds + ∫t0t g(s,xn - 1(s))d B
s
+ ∫t0th(s,xn - 1(s))dB(s), 

x0(t)= x0 .
（3）

定理 1 设 xn(t) 是（3）所定义的过程，f (t,x), g(t,x), h(t,x) 满足假设（H1-H2）. 则存在 t1 ∈ [t0 ,T]，使得对

于 ∀t ∈[t0 , t1]，{ }Ê[ || xn(t) 2] 是一致有界的 .
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证明 设 u(t)是方程（2）的局部解，即存在 T0 ∈ [t0 ,T]，使得对于 ∀t ∈[t0 ,T0],
u(t)= γ∫t0tH(s,u(s))ds + u0 . （4）

取 u0 ∈R+ 使得 u0 > 4Ê[x2
0] . 由（3）可以得到

|| x1(t) 2 ≤ 4x2
0 + 4 sup

t0 ≤ r≤ t

|
|
||

|
| ∫t0t f (s,x0)ds

2
+ 4 sup

t0 ≤ r≤ t

|
|
||

|
| ∫t0t g(s,x0)d B

s

2
+ 4 sup

t0 ≤ r≤ t

|
|
||

|
| ∫t0th(s,x0)dB(s)

2
.

由 Hölder 不等式，引理 4，引理 5，对于 ∀t ∈[t0 ,T0],有
Ê[ || x1(t) 2] ≤ 4Ê[x2

0]+ 4T ∫t0t Ê[ || f (s,x0) 2]ds + 4σ̄4T ∫t0t Ê[ || g(s,x0) 2]ds + 4C2 σ̄∫t0t Ê[ ||h(s,x0) 2]ds . （5）
由于函数 u(t)在 [t0 ,T0]上连续，则

p0 : = sup
t ∈[t0 ,T0]

u(t)< ∞ ， （6）
且由（H1），H(t,u(t))关于 u(t)是单调非降的，故对于 t ∈[t0 ,T0], H(t,u(t)) ≤H(t,p0)恒成立 .

记 L = T + σ̄4T + C2 σ̄ = γ ，ρ = 4Ê[x2
0] ∨ 3L∫t0T0

H(s,p0)ds，故由（4），（5）和（H1），对于 t ∈[t0 ,T0]，有
u(t)- Ê[ || x1(t) 2] ≥ (u0 - 4Ê[x2

0])+ 4L∫t0t[H(s,u(s))- H(s, Ê[ || x2
0 ])]ds > 0 ， （7）

这里用到了 u(s)> u0 ≥ 4Ê[x2
0] ≥ Ê[x2

0] ，s≥ t0 ，从而 u(t)> E[ ]|| x1(t) 2
. 由假设（H1），H(t,u(t)) 对于固定的

t ∈[t0 ,∞)关于 u 是连续、单调非降的，故存在 t1 ∈ (t0 ,T0)，使得对于 ∀t ∈[t0 , t1]，下式成立：

Ê[ || x1(t)- x0
2] ≤ 3Ê[ sup

t0 ≤ r≤ t

|
|
||

|
| ∫t0r f (s,x0)ds

2]+ 3Ê[ sup
t0 ≤ r≤ t

|
|
||

|
| ∫t0r g(s,x0)d B

s

2]+3Ê[ sup
t0 ≤ r≤ t

|
|
||

|
| ∫t0r h(s,x0)dB(s)

2] ≤
3L∫t0tH(s, Ê[x2

0])ds ≤ 3L∫t0t1H(s,p0)ds ≤ ρ.

（8）

假设 n =m 时，对于 ∀t ∈[t0 , t1]，下列不等式成立

Ê[ || xm(t) 2]< u(t)， （9）
Ê[ || xm(t)- x0

2] ≤ ρ . （10）
则类似于（5），由（H1），

Ê[ || xm+ 1(t) 2] ≤ 4Ê[x2
0]+ 4L∫t0tH(s, Ê[ || xm(s) 2])ds . （11）

再由（4），可得

u(t)- Ê[ || xm+ 1(t) 2] ≥ (u0 - 4Ê[x2
0])+ 4L∫t0t[H(s,u(s))- H(s, Ê[ || xm(s) 2])]ds . （12）

利用假设（9），（H1）和 u0 > 4Ê[x2
0]，对于 ∀t ∈[t0 , t1]，易得

u(t)- Ê[ || xm+ 1(t) 2]> 4L∫t0t[H(s,u(s))- H(s, Ê[ || xm(s) 2])]ds ≥ 0 . （13）
另外，对于 ∀t ∈[t0 , t1]，由 Hölder 不等式，引理 4，引理 5 和（H1）有

Ê[ || xm+ 1(t)- x0
2] ≤ 3L∫t0tH(s, Ê[ || xm+ 1(s) 2])ds ≤ 3L∫t0tH(s,p0)ds ≤ ρ .

由数学归纳法，易得 Ê[ || xn(s) 2]< u(t), Ê[ || xn(t)- x0
2] ≤ ρ .

由于 u(t) 在 [t0 , t1] 上连续，故存在常数 M> 0 ，使得对于 ∀t ∈[t0 , t1] ，有 Ê[ || xn(s) 2]<M 且 xn(t) ∈ B(x0 ,ρ) ，
xn(t) ∈ L2

G(Ωt) .
定理 2 由（3）定义的随机过程序列 { }xn(t) n≥ 0 在区间 [t0 , t1]上一致收敛于（1）的解 .
证明 在 [t0 , t1]上定义函数：

amn(t)= Ê[ || xm(t)- xn(t) 2], ak(t)= sup
k
{ }amn(t)|m≥ n≥ k ， （14）

其中 t1 为定理 1 中所得到的 . 由定理 1，对于 t ∈[t0 , t1] ，序列 { }Ê[ || xn(t) 2] 一致有界，再由（6）和（13），可以

得到
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amn(t) ≤ 2Ê[ || xm(t) 2]+ 2Ê[ || xn(t) 2] ≤ 4 sup
t ∈[t0 , t1]

u(t) ≤ 4p0 .
对于 s, t ∈[t0 , t1]和所有的整数 m, n≥ 1，有

|| xm(t)- xn(t) 2
- || xm(s)- xn(s) 2 ≤ [ || xm(t)- xn(t) + || xm(s)- xn(s) ]∙[ || xm(t)- xm(s) + || xn(t)- xn(s) ].

所以，由引理 1，定义 1，得
||amn(t)- amn(s) 2
= [Ê[ || xm(t)- xn(t) 2]- Ê[ || xm(s)- xn(s) 2]]2 ≤[Ê[ || xm(t)- xn(t) 2

- || xm(s)- xn(s) 2]]2 ≤
4[Ê[ || xm(t)- xn(t) 2]+ Ê[ || xm(s)- xn(s) 2]]∙[Ê[ || xm(t)- xm(s) 2]+ Ê[ || xn(t)- xn(s) 2]] ≤

32p0[Ê[ || xm(t)- xm(s) 2]+ Ê[ || xn(t)- xn(s) 2]].
另外，

Ê[ || xm(t)- xm(s) 2] ≤ 3L∫stH(s, Ê[ || xm- 1(r) 2])dr ≤ 3L∫stH(s,u(r))dr ≤ 3L ||M(t)-M(s) ，

其中 M(t)= ∫t0tH(s,u(s))ds，u(t)是（2）的局部解 . 同理可得

Ê[ || xn(t)- xn(s) 2] ≤ 3L ||M(t)-M(s) .
从而存在一个正数 Q，使得

||amn(t)- amn(s) ≤Q ||M(t)-M(s) 12 . （15）
对于 m≥ n≥ 0, s, t ∈[t0 , t1]，

ak(t)= sup
m≥ n≥ k

{ }amn(t) ≤ 4 sup
t ∈[t0 , t1]

u(t)< 4p0 .
利用不等式（15），对于任意的整数 k≥ 0 和 s, t ∈[t0 , t1]，

||ak(t)- ak(s) = |
|

|
| sup
m≥ n≥ k

{ }amn(t) - sup
m≥ n≥ k

{ }amn(s) ≤ |
|

|
| sup
m≥ n≥ k

{ }amn(t)- amn(s) ≤ sup
m≥ n≥ k

||amn(t)- amn(s) ≤Q ||M(t)-M(s) 12 ，

即 { }ak(t) 是相对紧的序列，从而存在一个子列 { }ak' (t) 和一个定义在 [t0 , t1] 的连续函数 a(t) ，使得

lim
k'→∞

ak' (t)= a(t) . 进一步，对于 m≥ n≥ k' + 1，由（H2），

amn(t)= Ê[ || xm(t)- xn(t) 2] ≤ 3T ∫t0t Ê[ || f (s,xm - 1(s))- f (s,xn - 1(s)) 2]ds + 3σ̄4TÊ[ || g(s,xm - 1(s))- g(s,xn - 1(s)) 2]ds +
3C2 σ̄∫t0t Ê[ ||h(s,xm - 1(s))- h(s,xn - 1(s)) 2]ds≤ 3L∫t0tG(s, Ê[ || xm- 1(s)- xn- 1(s) 2])ds ≤ 3L∫t0tG(s,am- 1,n - 1(s))ds≤

3L∫t0tG(s,ak' (s))ds.
（16）

故

ak' + 1(t) ≤ 3L∫t0tG(s,ak' (s))ds.
令 k'→∞ ，由（H2），勒贝格控制收敛定理，对于 t ∈[t0 , t1]，

a(t) ≤ 3L∫t0tG(s,a(s))ds，
故有 a(t)= 0 . 即 { }xn(t) 是 Banach 空间 L2

G(Ωt)中的一个柯西列，从而存在一个随机过程 x(t)使得

lim
n→∞

Ê[ || xn(t)- x(t) 2]= 0 . （17）
类似于（16），由（17）和（H2），当 k'→∞ 时，有

Ê[ |
|

|
| xn(t)- [x0 + ∫t0t f (s,x(s))ds + ∫t0t g(s,x(s))d B

s
+ ∫t0th(s,x(s))dB(s)] 2]≤ 3T ∫t0t Ê[ || f (r,xn - 1(r))- f (r,x(r)) 2]ds +

3Tσ̄4∫t0t Ê[ ||h(r,xn - 1(r))- h(r,x(r)) 2]ds + 3C2 σ̄∫t0t Ê[ ||h(r,xn - 1(r))- h(r,x(r)) 2]ds≤ 3L∫t0tG(s, Ê[ || xm- 1(s)- x(s) 2])ds→0,
从而对于 t ∈[t0 , t1]，q.s.w ∈Ω ，有

x(t)= x0 + ∫0t f (s,x(s))ds + ∫t0t g(s,x(s))d B
s
+ ∫t0th(s,x(s)))dB(s).

即 x(t)是随机偏微分方程（1）在 [t0 , t1]上的解 .
最后我们证明这个温和解是唯一的 . 假设 x(t),y(t)为两个解，且 x(t0)= y(t0)= x0 ，则有
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Ê[ || x(t)- y(t) 2] ≤ 3L∫t0t1G(s, Ê[ || x(s)- y(s) 2])ds .
所以由（H2），对于 ∀t ∈[t0 , t1]，

Ê[ || x(t)- y(t) 2]= 0 .
这就说明了解的唯一性 .
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