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ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数上保持投影的映射
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[摘要] 　 设 Ａ 是复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ上的一个 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数ꎬＰ(Ａ)表示 Ａ 中投影的全体. 本文证明了连续

满射 Φ:Ａ→Ａ 如果满足 Ａ＋λＢ∈Ｐ(Ａ)⇔Φ(Ａ) ＋λΦ(Ｂ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ∀ＡꎬＢ∈Ａ 和 λ∈Ｃꎬ则 Φ 是 Ａ 上的一个

Ｊｏｒｄａｎ 同构.
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Ａｂｓｔｒａｃｔ:Ｌｅｔ Ａ ｂｅ ａ ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ ａｌｇｅｂｒａ ｏｖｅｒ ｃｏｍｐｌｅｘ Ｈｉｌｂｅｒｔ ｓｐａｃｅ Ｈꎬａｎｄ Ｐ(Ａ)ｄｅｎｏｔｅ ａｌｌ ｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ Ａ. Ｉｎ ｔｈｉｓ
ｐａｐｅｒꎬｗｅ ｐｒｏｖｅ ｔｈａｔ ａ ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｓｕｒｊｅｃｔｉｖｅ ｍａｐｐｉｎｇ Φ:Ａ→Ａ ｉｆ ｓａｔｉｓｆｉｅｓ Ａ＋λＢ∈Ｐ(Ａ)⇔Φ(Ａ)＋λΦ(Ｂ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ
∀ＡꎬＢ∈Ａ ａｎｄ ∀λ∈Ｃꎬｔｈｅｎ Φ ｉｓ ａ Ｊｏｒｄａｎ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ ｏｎ Ａ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ ａｌｇｅｂｒａꎬｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎꎬＪｏｒｄａｎ ｉｓｏｍｏｒｐｈｉｓｍ

１　 预备知识

设 Ｈ是复数域 Ｃ上的一个无限维 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间ꎬＢ(Ｈ)为 Ｈ上有界线性算子的全体ꎬＡ 表示 Ｈ上的一

个 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数ꎬＰ(Ａ)表示 Ａ 中投影的全体ꎬ即 Ｐ(Ａ)＝ {Ｐ∈Ａ:Ｐ２ ＝Ｐ ＝Ｐ∗} . 若 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)且
ＰＱ＝ＱＰ＝ ０ꎬ则称 Ｐ与 Ｑ是相互正交的投影. 设 Φ:Ａ→Ａ 是一个线性双射ꎬ用 Ａ 􀳱Ｂ ＝ ＡＢ＋ＢＡ 表示 Ａ 与 Ｂ
的 Ｊｏｒｄａｎ 积ꎬ若对任意的 ＡꎬＢ∈Ａꎬ有 Φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ Φ(Ａ) 􀳱Φ(Ｂ)ꎬ则称 Φ 是 Ａ 上的一个 Ｊｏｒｄａｎ 同构ꎻ若对

任意的 ＡꎬＢ∈Ａ 和 λ∈Ｃꎬ有 Ａ＋λＢ∈Ｐ(Ａ)⇔Φ(Ａ)＋λΦ(Ｂ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ则称 Φ 为 Ａ 上双边保持算子组

合投影性的映射.
假设 Φ是从一个代数到另一个代数的线性映射ꎬ如果 Φ 保持了代数里面某些元素的某种特性ꎬ则称

Φ是一个线性保持映射. 算子空间上的线性保持问题一直受到众多学者的长期关注ꎬ并已取得了许多成

果. 如:文献[１]矩阵代数上保幂零ꎻ文献[２－５]保交换性ꎻ文献[６－７]保秩ꎻ文献[８－１０]保幂等性ꎻ文献

[１１]保 Ｊｏｄｒａｎ 积ꎻ文献[１２]保零积ꎻ在文献[１３]给出了 Ｂ(Ｈ)上满射 Φ 双边保持算子组合投影性的充要

条件. 受以上文献启示ꎬ本文证明了 Ｂ(Ｈ)中的 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数 Ａ 上双边保持算子组合投影性的连续

满射 Φ是 Ａ 上的一个 Ｊｏｒｄａｎ 同构.

２　 主要结果及其证明

定理 １　 设 Ａ是复 Ｈｉｌｂｅｒｔ 空间 Ｈ上的一个 ｖｏｎ Ｎｅｕｍａｎｎ 代数ꎬＰ(Ａ)表示 Ａ 中投影的全体ꎬΦ是 Ａ
上的一个连续满射ꎬ若对任意的 ＡꎬＢ∈Ａ 和 λ∈Ｃꎬ满足

—５—
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Ａ＋λＢ∈Ｐ(Ａ)⇔Φ(Ａ)＋λΦ(Ｂ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ (１)
则 Φ是 Ａ 上的一个 Ｊｏｒｄａｎ 同构.

分以下几个步骤证明定理. 在证明过程中总假设 Φ:Ａ→Ａ 是满足式(１)的连续满射.
步骤 １　 Φ(０)＝ ０ 且 Φ( Ｉ)＝ Ｉ.
证明　 令 Ａ ＝ Ｂ ＝ ０ 和 λ ＝ １ 并代入式(１)ꎬ有 ２Φ２(０)＝ Φ(０)ꎻ再令 Ａ ＝ ０ 和 λ ＝ ０ 并代入式(１)ꎬ有

Φ２(０)＝ Φ(０)ꎬ所以 Φ(０)＝ ０. 因为 Φ是满射ꎬ从而存在 Ｘ∈Ａ 使得 Φ(Ｘ)＝ Ｉꎬ又因 Φ( Ｉ)是一个投影ꎬ所
以 Φ(Ｘ)－Φ( Ｉ)是投影ꎬ由式(１)可知 Ｘ－Ｉ也是投影ꎬ所以 Ｘ＝ Ｉꎬ从而 Φ( Ｉ)＝ Ｉ.

步骤 ２　 Φ是单射且 Φ(λＡ)＝ λΦ(Ａ)ꎬ∀Ａ∈Ａꎬ∀λ∈Ｃ.
证明　 设 ＡꎬＢ∈Ａ 使得 Φ(Ａ)＝ Φ(Ｂ)ꎬ则 Φ(Ａ)－Φ(Ｂ)和 Φ(Ｂ)－Φ(Ａ)都是投影ꎬ从而 Ａ－Ｂ 和 Ｂ－Ａ

也都是投影ꎬ因此 Ａ＝Ｂꎬ所以Φ是单射. 对任意的 Ａ∈Ａ 与 λ∈Ｃꎬ设Φ(Ｘ)＝ λΦ(Ａ)ꎬ则 Ｘ－λＡ与 λＡ－Ｘ都

是投影ꎬ因此 Ｘ＝λꎬ所以 Φ(λＡ)＝ λΦ(Ａ) .
步骤 ３　 设 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)ꎬ如果 Ｐ＋Ｑ＝ＰＱ＋ＱＰꎬ则 Ｐ＝Ｑ.
证明　 若 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)且 Ｐ＋Ｑ＝ＰＱ＋ＱＰꎬ则(Ｐ－Ｑ) ２ ＝Ｐ－ＰＱ－ＱＰ＋Ｑ＝ ０ꎬ又因为 Ｐ－Ｑ是自伴元ꎬ所以有

Ｐ＝Ｑ.
步骤 ４　 对任意的 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)ꎬΦ(Ｐ)⊥Φ(Ｑ)⇔Ｐ⊥Ｑ.
证明　 对任意的 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)ꎬ则

Ｐ⊥Ｑ⇔Ｐ＋Ｑ∈Ｐ(Ａ)⇔Φ(Ｐ)＋Φ(Ｑ)∈Ｐ(Ａ)⇔Φ(Ｐ)⊥Φ(Ｑ) .
步骤 ５　 对任意的 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)ꎬ若 Ｐ⊥Ｑꎬ则 Φ(Ｐ＋Ｑ)＝ Φ(Ｐ)＋Φ(Ｑ) .
证明　 设 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)且 Ｐ⊥Ｑꎬ则由步骤 ４ 可知 Φ(Ｐ) ＋Φ(Ｑ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ且由 Φ 的满射性ꎬ不妨设

Φ(Ｐ)＋Φ(Ｑ)＝ Φ(Ｘ)ꎬ其中 Ｘ∈Ｐ(Ａ)ꎬ则 Ｘ－ＰꎬＸ－Ｑ∈Ｐ(Ａ)ꎬ从而可得

ＰＸ＋ＸＰ＝ ２ＰꎬＱＸ＋ＸＱ＝ ２Ｑ.
因此

ＰＸＰ＝ＰꎬＱＸＱ＝ＱꎬＰＸＱ＝ ０ꎬＱＸＰ＝ ０. (２)
又因为(Ｐ＋Ｑ)⊥⊥Ｐ 且(Ｐ＋Ｑ)⊥⊥Ｑꎬ则由步骤 ４ 可知 Φ((Ｐ＋Ｑ)⊥)与 Φ(Ｐ)和 Φ(Ｑ)正交ꎬ所以

Φ((Ｐ＋Ｑ)⊥)⊥(Φ(Ｐ)＋Φ(Ｑ))ꎬ即 Φ((Ｐ＋Ｑ)⊥)⊥Φ(Ｘ)ꎬ因而再由步骤 ４ 可得(Ｐ＋Ｑ)⊥⊥Ｘ. 从而

(Ｐ＋Ｑ)Ｘ(Ｐ＋Ｑ)⊥ ＝(Ｐ＋Ｑ)⊥Ｘ(Ｐ＋Ｑ)＝ (Ｐ＋Ｑ)⊥Ｘ(Ｐ＋Ｑ)⊥ ＝ ０. (３)
所以由式(２)和式(３)可得 Ｐ＋Ｑ＝Ｘꎬ因此 Φ(Ｐ＋Ｑ)＝ Φ(Ｐ)＋Φ(Ｑ) .
步骤 ６　 对任意的 ＰꎬＱ∈Ｐ(Ａ)ꎬ若 Ｐ⊥Ｑꎬ则 Φ(Ｐ－Ｑ)＝ Φ(Ｐ)－Φ(Ｑ) .

证明　 设
１
２
(Ｐ＋Ｑ)－ １

２
(Ｐ－Ｑ)＝ Ｑ∈Ｐ(Ａ)ꎬ由于 Φ 是满射且 Φ(Ｐ) －Φ(Ｐ－Ｑ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ从而可令

Φ(Ａ)＝ Φ(Ｐ)－Φ(Ｐ－Ｑ)ꎬ其中 Ａ∈Ｐ(Ａ)ꎬ则有

１
２
Φ(Ｐ＋Ｑ)－ １

２
Φ(Ｐ－Ｑ)＝ １

２
Φ(Ｐ)＋ １

２
Φ(Ｑ)＋ １

２
Φ(Ａ)－ １

２
Φ(Ｐ)＝ １

２
Φ(Ｑ)＋ １

２
Φ(Ａ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ

因此
１
２
Ｑ＋ １

２
Ａ∈Ｐ(Ａ)ꎬ所以 Ｑ＋Ａ＝ＱＡ＋ＡＱꎬ由步骤 ３ 可得 Ｑ＝Ａ. 所以 Φ(Ｐ－Ｑ)＝ Φ(Ｐ)－Φ(Ｑ) .

定理的证明　 先证 Φ是线性.

设 Ωｍ ＝ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉＰ ｉ:λ ｉ∈ＣꎬＰ ｉ∈Ｐ(Ａ)ꎬＰ ｉ⊥Ｐ ｊꎬ∀ｉ≠ｊ{ } ꎬｍ∈Ｎ＋ . 下面用数学归纳法证明对任意的正整

数 ｍꎬ有

Φ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉＰ ｉ( ) ＝ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉΦ(Ｐ ｉ) . (４)

当 ｍ＝ １ 时ꎬ则由步骤 ２ 得 Φ(λ１Ｐ１)＝ λ１Φ(Ｐ１) . 现假设当 ｍ ＝ ｋ 时式(４)成立ꎬ下证当 ｍ ＝ ｋ＋１ 时

式(４)成立. 如果 λ１ ＝ ０ꎬ则由归纳假设知式(４)成立. 如果 λ１≠０ꎬ则不失一般性ꎬ令 λ１ ＝ １ꎬ此时如果

λｋ＋１ ＝ ０ꎬ式(４)自然成立ꎬ所以设 λｋ＋１≠０. 现令

Φ Ｐ１ ＋∑
ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) － Φ ∑

ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) ＝ Φ(Ａ)ꎬ (５)

—６—
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和

１
λ ｋ＋１
Φ Ｐ１ ＋∑

ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) －

１
λ ｋ＋１
Φ Ｐ１ ＋∑

ｋ

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) ＝ Φ(Ｂ)ꎬ (６)

则 Φ(Ａ)ꎬΦ(Ｂ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ所以 ＡꎬＢ∈Ｐ(Ａ) . 由式(５)和式(６)可得

Φ(Ａ)－Φ(Ｐ１)＝ λｋ＋１(Φ(Ｂ)－Φ(Ｐｋ＋１))ꎬ (７)
且由式(６)可得

Φ Ｐ１ ＋∑
ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) － Φ(Ｐ１) －∑

ｋ

ｉ ＝ ２
Φ(λ ｉＰ ｉ) ＝ λ ｋ＋１Φ(Ｂ) .

从而

Φ Ｐ１ ＋∑
ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) － Φ ∑

ｋ

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ ＋ λ ｋ＋１Ｂ( ) ＝ Φ(Ｐ１) ∈ Ｐ(Ａ)ꎬ

所以

Ｐ１＋λｋ＋１Ｐｋ＋１－λｋ＋１Ｂ∈Ｐ(Ａ) .
因此ꎬ由式(７)可得

Φ(Ｐ１)＋λｋ＋１Φ(Ｐｋ＋１)－λｋ＋１Φ(Ｂ)＝ Φ(Ｐ１)＋Φ(Ｐ１)－Φ(Ａ)∈Ｐ(Ａ)ꎬ
从而

Φ(Ｐ１)＋Φ(Ａ)＝ Φ(Ｐ１)Φ(Ａ)＋Φ(Ａ)Φ(Ｐ１) .
由步骤 ３ 得 Φ(Ｐ１)＝ Φ(Ａ)ꎬ又由于 Φ是单射ꎬ所以 Ｐ１ ＝Ａꎬ进而由式(５)可得

Φ Ｐ１ ＋∑
ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) ＝ Φ(Ｐ１) ＋ Φ ∑

ｋ＋１

ｉ ＝ ２
λ ｉＰ ｉ( ) .

因此由数学归纳法可得对任意的 ｍ∈Ｎ＋ꎬ式(４)总成立ꎬ进而由谱分解定理知两两彼此正交的投影的

线性张在 Ａ 中稠密ꎬ又因为 Φ是连续ꎬ所以 Φ在 Ａ 上是线性映射.
再证 Φ在 Ａ 上保 Ｊｏｒｄａｎ 积.

对任意的自伴算子 Ｔ∈Ａꎬ则 Ｔ ＝ ｌｉｍ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉＰ ｉ( ) ꎬ(Ｐ ｉ⊥Ｐ ｊꎬｉ≠ ｊ)ꎬ由于 Φ 是线性和连续的ꎬ从而由步

骤 ４ 有　

Φ(Ｔ２) ＝ ｌｉｍΦ ∑
ｍ

ｉ ＝ １
λ ２
ｉ Ｐ ｉ( ) ＝ ｌｉｍ∑

ｍ

ｉ ＝ １
λ ２
ｉΦ(Ｐ ｉ) ＝ ｌｉｍ ∑

ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉΦ(Ｐ ｉ)( )

２ ＝ ｌｉｍ∑
ｍ

ｉ ＝ １
λ ｉΦ(Ｐ ｉ)( )

２ ＝ Φ２(Ｔ)ꎬ

进而 Φ在 Ａ 上对自伴算子保 Ｊｏｒｄａｎ 积.
又因为对任意的 ＡꎬＢ∈Ａꎬ则可将其分解为 Ａ＝Ａ１＋ｉＡ２ꎬＢ ＝Ｂ１＋ｉＢ２ꎬ其中 Ａ１ꎬＡ２ꎬＢ１ꎬＢ２ 是 Ａ 中的自伴

算子ꎬ从而可得

Φ(Ａ 􀳱Ｂ)＝ Φ(Ａ１ 􀳱Ｂ１)＋ｉΦ(Ａ１ 􀳱Ｂ２)＋ｉΦ(Ａ２ 􀳱Ｂ１)－Φ(Ａ２ 􀳱Ｂ２)＝ Φ(Ａ) 􀳱Φ(Ｂ) .
因此 Φ在 Ａ 上是线性双射且保 Ｊｏｒｄａｎ 积ꎬ所以 Φ是 Ａ 上的 Ｊｏｒｄａｎ 同构.
证毕.
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