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缺失数据下 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归多变点模型的贝叶斯估计

何朝兵

(安阳师范学院数学与统计学院ꎬ河南 安阳 ４５５０００)

[摘要] 　 利用随机的方法填充了缺失数据ꎬ获得了 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归多变点模型的完全数据似然函数. 研究了变点

位置等未知参数的满条件分布. 利用筛选法和 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ￣Ｈａｓｔｉｎｇｓ 算法对参数进行抽样ꎬ把 Ｇｉｂｂｓ 样本的均值作

为参数的贝叶斯估计. 随机模拟的结果表明估计的精度较高.
[关键词] 　 完全数据似然函数ꎬ满条件分布ꎬ筛选法ꎬＧｉｂｂｓ 抽样ꎬＭｅｔｒｏｐｏｌｉｓ￣Ｈａｓｔｉｎｇｓ 算法
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变点模型在数理统计中非常重要ꎬ在工业质量控制、水文统计等领域应用非常广泛[１－４] . 随着统计计

算技术的快速发展ꎬ贝叶斯方法的应用越来越广泛ꎬ特别是其中的 Ｍａｒｋｏｖ Ｃｈａｉｎ Ｍｏｎｔｅ Ｃａｒｌｏ(ＭＣＭＣ)方法

应用尤其广泛[５－７] . ＭＣＭＣ 方法中的 Ｇｉｂｂｓ 抽样和 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ￣Ｈａｓｔｉｎｇｓ 算法使变点模型的参数估计变得非

常方便. Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归模型是非线性回归模型ꎬ是最流行的二分数据的广义线性模型[８－１０] . 在实际问题中ꎬ
当研究的因变量是二分类时ꎬ通常首选 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归进行建模. 文献[１１－１４]对完全数据下 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归单

变点模型进行了研究ꎬ但对缺失数据下多变点情形的研究还不多见.
本文主要利用 ＭＣＭＣ 方法研究了缺失数据下 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归多变点模型的参数估计问题. 利用随机的

方法填充了缺失数据ꎬ利用筛选法和 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ￣Ｈａｓｔｉｎｇｓ 算法对参数进行 Ｇｉｂｂｓ 抽样ꎬ把 Ｇｉｂｂｓ 样本的均值

作为参数的贝叶斯估计. 随机模拟的结果表明估计的精度较高.

１　 缺失数据下的 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归模型

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归模型描述如下:
ｙｉ ~ ｂ(１ꎬｐｉ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ. 且诸 ｙｉ 独立ꎬ

式中ꎬｐｉ ＝Ｆ(α＋βｘｉ)＝ [１＋ｅ－(α＋βｘｉ) ] －１ꎬＦ()为分布 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ(０ꎬ１)的分布函数. 其中 θ＝ (αꎬβ)为模型参数

向量.
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完全数据下 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归模型的似然函数为

Ｌ(θ) ＝∏
ｎ

ｉ ＝ １
ｐｙｉｉ (１ － ｐｉ) １－ｙｉ ＝∏

ｎ

ｉ ＝ １
{ｅ －(１－ｙｉ)(α＋βｘｉ)[１ ＋ ｅ －(α＋βｘｉ)] －１} .

假设观察数据(ｙｉꎬｘｉ)中有部分 ｙｉ 缺失ꎬ但对应的 ｘｉ 能观察到ꎬ但为了充分利用数据 ｘｉꎬ不妨添加缺失

的 ｙｉ ＝ ｙ１ｉꎬ由于 ｙ１ｉ ~ ｂ(１ꎬＦ(α＋βｘｉ))ꎬ所以可以通过随机抽样产生 ｙ１ｉ .
引入示性变量 δｉ ＝ Ｉ(ｙｉ 没有缺失)ꎬ令 ｘꎬｙꎬｕ１ꎬδ 分别表示由 ｘｉꎬｙｉꎬｙ１ｉꎬδｉ 组成的向量ꎬ则添加数据后的

似然函数为

Ｌ(ｘꎬｙꎬｕ１ꎬδ ｜ θ)＝ ∏
ｎ

ｉ ＝ １
{[ｐｙｉｉ (１－ｐｉ) １－ｙｉ] δｉ[ｐｙ１ｉｉ (１－ｐｉ) １－ｙ１ｉ] (１－δｉ)} ＝ ∏

ｎ

ｉ ＝ １
{ｅ－ｄｉ(α＋βｘｉ)[１＋ｅ－(α＋βｘｉ)] －１}ꎬ (１)

式中ꎬｄｉ ＝ δｉ(１－ｙｉ)＋(１－δｉ)(１－ｙ１ｉ) .

２　 多变点模型

Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归多变点模型如下:

ｐｉ ＝φ(ｘｉꎻγ)＝
Ｆ(α１＋β１ｘｉ)ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｋ１ꎻ
Ｆ(α２＋β２ｘｉ)ꎬｉ＝ ｋ１＋１ꎬꎬｋ２ꎻ
Ｆ(α３＋β３ｘｉ)ꎬｉ＝ ｋ２＋１ꎬꎬｎ.

ì

î

í

ï
ï

ïï

(２)

式中ꎬγ＝(ｋ１ꎬｋ２ꎬα１ꎬα２ꎬα３ꎬβ１ꎬβ２ꎬβ３)ꎬ(α１ꎬβ１)≠(α２ꎬβ２)ꎬ(α２ꎬβ２)≠(α３ꎬβ３)ꎬ１≤ｋ１<ｋ２≤ｎ. ｋ１、ｋ２ 称为变

点位置参数.

３　 贝叶斯估计

下面讨论缺失数据下 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 回归变点模型中参数的贝叶斯估计.
令 Ｄ１ ＝{１ꎬ２ꎬꎬｋ１}ꎬＤ２ ＝{ｋ１＋１ꎬꎬｋ２}ꎬＤ３ ＝{ｋ２＋１ꎬꎬｎ}ꎬ由式(１)和式(２)可得此变点模型的似然

函数为

Ｌ(ｘꎬｙꎬｕ１ꎬδ ｜ γ) ＝∏
３

ｍ ＝ １
∏
ｉ∈Ｄｍ

{ｅ －ｄｉ(αｍ＋βｍｘｉ)[１ ＋ ｅ －(αｍ＋βｍｘｉ)] －１} .

下面确定参数的先验分布.

(１)对于(ｋ１ꎬｋ２)取无信息先验分布:π(ｋ１ꎬｋ２)＝
１
Ｃ２
ｎ

＝ ２
ｎ(ｎ－１)

ꎬ１≤ｋ１<ｋ２≤ｎ.

(２)取 αｍꎬβｍ 的先验分布分别为正态分布 Ｎ(μ１ｍꎬσ２
１ｍ)ꎬＮ(μ２ｍꎬσ２

２ｍ)ꎬｍ＝ １ꎬ２ꎬ３.
假设(ｋ１ꎬｋ２)ꎬα１ꎬα２ꎬα３ꎬβ１ꎬβ２ꎬβ３ 相互独立ꎬ则

π(γ ｜ ｘꎬｙꎬｕ１ꎬδ) ∝ Ｌ(ｘꎬｙꎬｕ１ꎬδ ｜ γ)π(ｋ１ꎬｋ２)∏
３

ｍ ＝ １
[π(αｍ)π(βｍ)] ∝

∏
３

ｍ ＝ １
ｅ －

(αｍ－μ１ｍ)
２

２σ２１ｍ ｅ －
(βｍ－μ２ｍ)

２

２σ２２ｍ ∏
ｉ∈Ｄｍ

ｅ －ｄｉ(αｍ＋βｍｘｉ)[１ ＋ ｅ －(αｍ＋βｍｘｉ)] －１{ } .

当 δｉ ＝ ０ 时ꎬ

π(ｙ１ｉ ｜γꎬｘꎬｙꎬｕ－１ｉꎬδ)∝ψ(ｙ１ｉꎻγꎬｘｉ)＝
ｂ(１ꎬＦ(α１＋β１ｘｉ))ꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｋ１ꎻ
ｂ(１ꎬＦ(α２＋β２ｘｉ))ꎬｉ＝ ｋ１＋１ꎬꎬｋ２ꎻ
ｂ(１ꎬＦ(α３＋β３ｘｉ))ꎬｉ＝ ｋ２＋１ꎬꎬｎ.

ì

î

í

ï
ï

ïï

式中ꎬｕ－１ｉ ＝{ｙ１ｊ:ｊ≠ｉ} .
下面求各参数的满条件分布. 简记 αｍ 的满条件分布为 π(αｍ ｜) .

π(αｍ ｜)∝ｅ－
(αｍ－μ１ｍ)

２

２σ２１ｍ ∏
ｉ∈Ｄｍ

{ｅ－ｄｉαｍ[１＋ｅ－(αｍ＋βｍｘｉ)] －１}∝ｅ－
[αｍ－(μ１ｍ－σ

２
１ｍｓｍ)]

２

２σ２１ｍ ∏
ｉ∈Ｄｍ

{[１＋ｅ－(αｍ＋βｍｘｉ)] －１}≤

ｅ－
[αｍ－(μ１ｍ－σ

２
１ｍｓｍ)]

２

２σ２１ｍ ∝Ｎ(μ１ｍ－σ２
１ｍｓｍꎬσ２

１ｍ)ꎬ

式中ꎬｓｍ ＝ ∑
ｉ∈Ｄｍ

ｄｉ . 可以利用筛选法随机产生 αｍꎬ具体步骤如下:
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(１)由均匀分布 Ｕ(０ꎬ１)抽取 ｕꎬ由 Ｎ(μ１ｍ－σ２
１ｍｓｍꎬσ２

１ｍ)抽取 ｚｍꎻ

(２)如果 ｕ≤ ∏
ｉ∈Ｄｍ

{[１＋ｅ－( ｚｍ＋βｍｘｉ)] －１}ꎬ则 αｍ ＝ ｚｍꎬ停止ꎻ否则转到步骤(１) .

π(βｍ ｜)∝ｅ－
(βｍ－μ２ｍ)

２

２σ２２ｍ ∏
ｉ∈Ｄｍ

{ｅ－ｄｉβｍｘｉ[１＋ｅ－(αｍ＋βｍｘｉ)] －１}∝ｅ－
[βｍ－(μ２ｍ－σ

２
２ｍｔｍ)]

２

２σ２２ｍ ∏
ｉ∈Ｄｍ

{[１＋ｅ－(αｍ＋βｍｘｉ)] －１}≤

ｅ－
[βｍ－(μ２ｍ－σ

２
２ｍｔｍ)]

２

２σ２２ｍ ∝Ｎ(μ２ｍ－σ２
２ｍ ｔｍꎬσ２

２ｍ)ꎬ

式中ꎬｔｍ ＝ ∑
ｉ∈Ｄｍ

(ｄｉｘｉ) . 可以利用筛选法随机产生 βｍꎬ具体步骤如下:

(１)由均匀分布 Ｕ(０ꎬ１)抽取 ｕꎬ由 Ｎ(μ２ｍ－σ２
２ｍ ｔｍꎬσ２

２ｍ)抽取 ｗｍꎻ

(２)如果 ｕ≤ ∏
ｉ∈Ｄｍ

{[１＋ｅ－(αｍ＋ｗｍｘｉ)] －１}ꎬ则 βｍ ＝ｗｍꎬ停止ꎻ否则转到步骤(１) .

π(ｋ１ ｜)∝ ∏
２

ｍ ＝ １
∏
ｉ∈Ｄｍ

{ｅ－ｄｉ(αｍ＋βｍｘｉ)[１＋ｅ－(αｍ＋βｍｘｉ)] －１}( ) ꎬｋ１ ＝ １ꎬ２ꎬꎬｋ２－１ꎬ

π(ｋ２ ｜)∝ ∏
３

ｍ ＝ ２
∏
ｉ∈Ｄｍ

{ｅ－ｄｉ(αｍ＋βｍｘｉ)[１＋ｅ－(αｍ＋βｍｘｉ)] －１}( ) ꎬｋ２ ＝ ｋ１＋１ꎬꎬｎ.

ｙ１ｉꎬα１ꎬα２ꎬα３ꎬβ１ꎬβ２ꎬβ３ 都可以直接 Ｇｉｂｂｓ 抽样ꎬ但 ｋ１、ｋ２ 的满条件分布比较复杂ꎬ我们利用 ＭＣＭＣ 方

法中的 Ｍｅｔｒｏｐｏｌｉｓ￣Ｈａｓｔｉｎｇｓ 算法对其抽样.
下面介绍 ＭＣＭＣ 方法的具体步骤.
在给出起始点 γ(０)＝ (ｋ(０)１ ꎬｋ(０)２ ꎬα(０)

１ ꎬα(０)
２ ꎬα(０)

３ ꎬβ(０)１ ꎬβ(０)２ ꎬβ(０)３ )后ꎬ假定第 ｔ 次迭代开始时的估计值为

γ( ｔ－１)ꎬ则第 ｔ次迭代分为如下几步:
(１)δｉ ＝ ０ 时ꎬ由分布 ψ(ｙ１ｉꎻγ( ｔ－１)ꎬｘｉ)随机产生 ｙ( ｔ)１ｉ ꎬ令 ｕ( ｔ)

１ 表示 ｙ( ｔ)１ｉ 组成的向量ꎻ
(２)由 π(α１ ｜ ｋ( ｔ

－１)
１ ꎬｋ( ｔ－１)２ ꎬα( ｔ－１)

２ ꎬα( ｔ－１)
３ ꎬβ( ｔ－１)１ ꎬβ( ｔ－１)２ ꎬβ( ｔ－１)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)

１ ꎬδ)抽取 α( ｔ)
１ ꎻ

(３)由 π(α２ ｜ ｋ( ｔ
－１)

１ ꎬｋ( ｔ－１)２ ꎬα( ｔ)
１ ꎬα( ｔ－１)

３ ꎬβ( ｔ－１)１ ꎬβ( ｔ－１)２ ꎬβ( ｔ－１)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)
１ ꎬδ)抽取 α( ｔ)

２ ꎻ
(４)由 π(α３ ｜ ｋ( ｔ

－１)
１ ꎬｋ( ｔ－１)２ ꎬα( ｔ)

１ ꎬα( ｔ)
２ ꎬβ( ｔ－１)１ ꎬβ( ｔ－１)２ ꎬβ( ｔ－１)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)

１ ꎬδ)抽取 α( ｔ)
３ ꎻ

(５)由 π(β１ ｜ ｋ( ｔ
－１)

１ ꎬｋ( ｔ－１)２ ꎬα( ｔ)
１ ꎬα( ｔ)

２ ꎬα( ｔ)
３ ꎬβ( ｔ－１)２ ꎬβ( ｔ－１)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)

１ ꎬδ)抽取 β( ｔ)１ ꎻ
(６)由 π(β２ ｜ ｋ( ｔ

－１)
１ ꎬｋ( ｔ－１)２ ꎬα( ｔ)

１ ꎬα( ｔ)
２ ꎬα( ｔ)

３ ꎬβ( ｔ)１ ꎬβ( ｔ－１)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)
１ ꎬδ)抽取 β( ｔ)２ ꎻ

(７)由 π(β３ ｜ ｋ( ｔ
－１)

１ ꎬｋ( ｔ－１)２ ꎬα( ｔ)
１ ꎬα( ｔ)

２ ꎬα( ｔ)
３ ꎬβ( ｔ)１ ꎬβ( ｔ)２ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)

１ ꎬδ)抽取 β( ｔ)３ ꎻ
(８)ｋ( ｔ)１ ~π(ｋ１ ｜ ｋ( ｔ

－１)
２ ꎬα( ｔ)

１ ꎬα( ｔ)
２ ꎬα( ｔ)

３ ꎬβ( ｔ)１ ꎬβ( ｔ)２ ꎬβ( ｔ)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)
１ ꎬδ)≜π(ｋ１ ｜)ꎬ选建议分布 ｑ(ｋ( ｔ－１)１ ꎬｋ′１)为

取值 １ꎬ２ꎬꎬｋ( ｔ－１)２ －１ 的离散型均匀分布ꎬ即 ｑ(ｋ( ｔ－１)１ ꎬｋ′１)＝ (ｋ( ｔ－１)２ －１) －１ꎬ
令

α(ｋ( ｔ－１)１ ꎬｋ′１)＝ ｍｉｎ
π(ｋ′１ ｜)
π(ｋ( ｔ－１)１ ｜)

ꎬ１{ } ꎬ

从 １ꎬ２ꎬꎬｋ( ｔ－１)２ －１ 中任意抽取一个 ｋ′１ꎬ然后产生一个随机数 ｕꎬ若 ｕ≤α( ｋ( ｔ－１)１ ꎬｋ′１)ꎬ则 ｋ( ｔ)１ ＝ ｋ′１ꎬ否则

ｋ( ｔ)１ ＝ ｋ( ｔ－１)１ ꎻ
(９)ｋ( ｔ)２ ~π(ｋ２ ｜ ｋ( ｔ)１ ꎬα( ｔ)

１ ꎬα( ｔ)
２ ꎬα( ｔ)

３ ꎬβ( ｔ)１ ꎬβ( ｔ)２ ꎬβ( ｔ)３ ꎬｘꎬｙꎬｕ( ｔ)
１ ꎬδ)≜π(ｋ２ ｜)ꎬ选建议分布 ｑ(ｋ( ｔ－１)２ ꎬｋ′２)为

取值 ｋ( ｔ)１ ＋１ꎬꎬｎ的离散型均匀分布ꎬ即 ｑ(ｋ( ｔ－１)２ ꎬｋ′２)＝ (ｎ－ｋ( ｔ)１ ) －１ꎬ
令

α(ｋ( ｔ－１)２ ꎬｋ′２)＝ ｍｉｎ
π(ｋ′２ ｜)
π(ｋ( ｔ－１)２ ｜)

ꎬ１{ } ꎬ

从 ｋ( ｔ)１ ＋１ꎬꎬｎ－１ 中任意抽取一个 ｋ′２ꎬ然后产生一个随机数 ｕꎬ若 ｕ≤α(ｋ( ｔ－１)２ ꎬｋ′２)ꎬ则 ｋ( ｔ)２ ＝ ｋ′２ꎬ否则 ｋ( ｔ)２ ＝

ｋ( ｔ－１)２ . θ( ｔ)＝ (ｋ( ｔ)１ ꎬｋ( ｔ)２ ꎬα( ｔ)
１ ꎬα( ｔ)

２ ꎬα( ｔ)
３ ꎬβ( ｔ)１ ꎬβ( ｔ)２ ꎬβ( ｔ)３ )称为 θ的一个 Ｇｉｂｂｓ 样本.

假设 Ｇｉｂｂｓ 样本的容量为 Ｍꎬ并且第 Ｂ次迭代以后抽样收敛ꎬ则把后 Ｍ－Ｂ 个迭代值的算术平均作为

参数的贝叶斯估计.
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４　 随机模拟

下面进行随机模拟试验.
取 ｎ＝ ３００ꎬγ＝(ｋ１ꎬｋ２ꎬα１ꎬα２ꎬα３ꎬβ１ꎬβ２ꎬβ３)＝ (６０ꎬ２００ꎬ－４ꎬ６ꎬ３ꎬ２ꎬ－０.５ꎬ１.５) . 首先确定 ｘ１ꎬｘ２ꎬꎬｘｎꎬ然

后选择大部分 ｘｉꎬ根据 ｙｉ ~ ｂ(１ꎬｐｉ)ꎬｐｉ ＝φ(ｘｉꎻγ)随机产生 ｙｉꎬ而剩余的一小部分 ｘｉ 对应的 ｙｉ 作为缺失数

据. 则 ｘｉꎬｙｉ 即为随机模拟出来的观察数据ꎬ根据这些数据进行参数估计.
取 α１ꎬα２ꎬα３ 的先验分布分别为正态分布Ｎ(－４.２ꎬ０.５)ꎬＮ(５.６ꎬ１.４)ꎬＮ(３.５ꎬ０.１)ꎬ取 β１ꎬβ２ꎬβ３ 的先验分布

分别为正态分布 Ｎ(１.６ꎬ０.４)ꎬＮ(－０.４ꎬ１.２)ꎬＮ(１.８ꎬ０.５) .取 Ｂ＝１０ ０００ꎬＭ＝２０ ０００. 参数估计结果见表 １.
表 １　 各参数的贝叶斯估计

Ｔａｂｌｅ １　 Ｂａｙｅｓｉａｎ ｅｓｔｉｍａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｔｈｅ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 真值 均值 相对误差 ＭＣ 误差 ２.５％分位数 中位数 ９７.５％分位数
ｋ１ ６０ ５９.９９６ ００ ０.０００ ０７ ０.００７ ４９ ５９ ６０ ６２
ｋ２ ２００ ２０１.０８２ ３０ ０.００５ ４１ ０.０１８ ０１ １９７ ２０１ ２０５
α１ －４ －４.０７６ ３７ ０.０１９ ０９ ０.００２ ３５ －４.４５８ ４２ －４.０８０ ５４ －３.６８４ ７４
α２ ６ ６.０４５ ０６ ０.００７ ５１ ０.００３ ５１ ５.４７６ ５９ ６.０４１ １０ ６.６２５ ７５
α３ ３ ３.０３５ １９ ０.０１１ ７３ ０.００１ ７５ ２.７４７ １４ ３.０３５ ６１ ３.３２２ ９６
β１ ２ ２.０４８ ０７ ０.０２４ ０４ ０.００１ １９ １.８５４ ０１ ２.０４７ ８３ ２.２４３ ８９
β２ －０.５ －０.５２２ １３ ０.０４４ ２５ ０.０００ ３０ －０.５７１ ７３ －０.５２２ １３ －０.４７２ ７９
β３ １.５ １.５４８ １４ ０.０３２ １０ ０.０００ ９０ １.４００ ３０ １.５４７ ０５ １.６９４ ９３

　 　 ｋ１ꎬｋ２ 的 Ｇｉｂｂｓ 抽样迭代过程见图 １ 和图 ２.

图 １　 ｋ１ 的 Ｇｉｂｂｓ抽样迭代

Ｆｉｇ １　 Ｇｉｂｂｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｋ１

图 ２　 ｋ２ 的 Ｇｉｂｂｓ抽样迭代

Ｆｉｇ ２　 Ｇｉｂｂｓ ｓａｍｐｌｉｎｇ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｋ２

Ｇｉｂｂｓ 抽样收敛性诊断最常用的方法是同时产生多条马氏链ꎬ如果迭代过程中这几条马氏链逐渐稳

定且趋于重合ꎬ则抽样收敛. 我们产生 ２ 条马氏链ꎬｋ１ꎬｋ２ 的 ２ 条迭代链见图 ３ 和图 ４.

图 ３　 ｋ１ 的两条迭代链

Ｆｉｇ ３　 Ｔｗｏ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｃｈａｉｎｓ ｏｆ ｋ１

图 ４　 ｋ２ 的两条迭代链

Ｆｉｇ ４　 Ｔｗｏ ｉｔｅｒａｔｉｖｅ ｃｈａｉｎｓ ｏｆ ｋ２
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由表 １ 可以看出 ｋ１、ｋ２ 的相对误差小于 １％ꎬ其他参数不超过 ５％ꎬ估计精度较高ꎬＭＣ 误差都很小. 由

图 １ 和图 ２ 可以看出迭代的波动很小. 由图 ３ 和图 ４ 可以看出 ｋ１、ｋ２ 的两条迭代链都趋于重合ꎬ所以抽样

收敛. 综上分析ꎬ随机模拟试验的效果较好.
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