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数值求解二维 Ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程

的 Ｃ０ Ｐ１时间递进方法

盛华山

(上海交通大学数学科学学院ꎬ上海 ２００２４０)

[摘要] 　 提出了基于局部线性化的连续分片线性(以下简称 Ｃ０Ｐ１)时间递进方法[１] 求解二维 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程

的数值方法. 首先在时间方向采用连续分片线性有限元离散ꎬ通过对 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程中各项分别采用显式或隐

式线性化插值ꎬ导出时间半离散格式. 再在空间方向利用有限元方法[２] 离散得到全离散格式. 若干数值试验证

明了该方法的有效性.
[关键词] 　 时间递进方法ꎬｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程ꎬ线性化插值ꎬ全离散格式
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ａ ｓｅｍｉ￣ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｃｈｅｍｅ. Ｆｕｒｔｈｅｒｍｏｒｅꎬａ ｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｃｈｅｍｅ ｉｓ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｂｙ ｓｐａｔｉａｌ ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｗｉｔｈ ｔｈｅ ｆｉｎｉｔｅ ｅｌｅｍｅｎｔ
ｍｅｔｈｏｄ[２] . Ｓｅｖｅｒａｌ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓ ａｒｅ ｇｉｖｅｎ ｔｏ ｐｅｒｆｏｒｍ ｔｈｅ ｅｆｆｅｃｔｉｖｅｎｅｓｓ ｏｆ ｔｈｅ ｍｅｔｈｏｄ.
Ｋｅｙ ｗｏｒｄｓ:ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄꎬｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ ｅｑｕａｔｉｏｎｓꎬｌｉｎｅａｒ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎꎬｆｕｌｌ￣ｄｉｓｃｒｅｔｅ ｓｃｈｅｍｅ

ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程是一类典型的非线性双曲型偏微分方程ꎬ广泛应用在物理学及工程问题中. 它最

初是由 Ｅｄｍｏｎｄ Ｂｏｕｒ[３]在研究常负曲率曲面的过程中提出ꎬ随后该方程又因其可用于描述孤立子解而

备受瞩目. 对于该方程ꎬ有 Ｌａｍｂ方法[４] ꎬｔａｎｈ方法[５]等分析或者给出其理论解析解ꎻ另一方面ꎬ数值求

解 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程的离散格式也不断被提出ꎬ其中包括 Ｃｈｒｉｓｔｉａｎｓｅｎ和 Ｌｏｍｄａｈｌ提出的基于广义蛙跳格

式[６]得到的方法ꎬ郭本瑜等提出的新型差分方法[７] ꎬ以及近年来受广泛关注的无网格(ｍｅｓｈｌｅｓｓ)方

法[８－９]等.
我们考虑二维情形的齐次或非齐次瞬态非线性 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程初边值问题:给定最终求解时刻 Ｔ>

０ꎬ求 ｕ(ｘꎬｔ)满足

ｕｔｔ(ｘꎬｔ)－Δｕ(ｘꎬｔ)＋ｓｉｎ(ｕ(ｘꎬｔ))＝ ｆ(ｘꎬｔ)ꎬ ｘ ｉｎ Ωꎬ０<ｔ<Ｔꎬ
∇ｕｎ＝ ０ꎬ ｘ ｏｎ ∂Ωꎬ０<ｔ<Ｔꎬ
ｕ(ｘꎬ０)＝ ｕ０ꎬ ｘ ｉｎ Ωꎬ
ｕｔ(ｘꎬ０)＝ ｖ０ꎬ ｘ ｉｎ Ωꎬ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１)

式中ꎬΩ为二维求解区域ꎬｎ 为区域边界的单位外法方向ꎬｆ为外源项ꎬｕ０ꎬｖ０ 为初始值. 在方程(１)中我们给

出了 Ｎｅｕｍａｎｎ边界条件ꎬ对于其他边界条件可类似处理.

—１—
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在本文中ꎬ我们将在时间方向使用基于半隐插值线性化的 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法ꎬ以及空间方向使用 Ｐ１
协调元离散ꎬ进而构造出 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程的时空全离散求解格式并进行数值模拟.

１　 Ｃ０Ｐ１ 时间递进方法及插值线性化

为简化记号ꎬ我们先考虑如下一般情形的抽象非线性二阶发展方程:给定最终求解时刻 Ｔ>０ꎬ求 ｕ:
[０ꎬＴ]→Ｖꎬ满足

ｕ″( ｔ)＋Ｆ( ｔꎬｕ( ｔ))＝ ０ꎬ０<ｔ<Ｔꎬ
ｕ(０)＝ ｕ０ꎬ
ｕ′(０)＝ ｖ０ꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(２)

式中ꎬ() ′和() ″分别表示时间方向的一阶和二阶导数ꎬＶ为一 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间ꎬ而映射 Ｆ:[０ꎬＴ]×Ｖ→Ｖ为一

非线性算子. 下文始终假设问题(２)之解存在唯一.
使用标准的 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法[１]对问题(２)实施时间方向半离散. 首先将求解时间区间 Ｉ:＝ (０ꎬＴ)

进行子区间剖分ꎬ相应的节点为

０＝ ｔ０<ｔ１<<ｔＮ ＝Ｔꎬ
而得子区间 Ｊｎ ＝( ｔｎ－１ꎬｔｎ](记 ｋｎ ＝ ｔｎ－ｔｎ－１)ꎬ１≤ｎ≤Ｎ. 定义如下函数空间

ｖ１ ＝{ｖ:Ｉ→Ｖꎻｖ∈Ｃ(Ｉ)ꎬｖ ｜ Ｊｎ( ｔ)＝ ∑
１

ｊ ＝ ０
ｔ ｊｗ ｊꎬｗ ｊ∈Ｖꎬ１≤ｎ≤Ｎ}ꎬ

并记 Ｖ１(Ｊｎ)为空间 Ｖ１ 限制在第 ｎ个子区间 Ｊｎ 上所得空间. 抽象方程(２)的 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法给定如下:
求 Ｕ∈Ｖ１ꎬ使得

∫
Ｊｎ
(‹Ｕ″ꎬｗ′›＋‹Ｆ( ｔꎬＵ)ꎬｗ′›)ｄｔ＋‹ Ｕ̇ｎ－１＋ －Ｕ̇ｎ－１－ ꎬｗ̇ｎ－１＋ › ＝ ０ꎬ

Ｕ０ ＝ｕ０ꎬＵ̇０＋ ＝ ｖ０ꎬ∀ｗ∈Ｖ１(Ｊｎ)ꎬ１≤ｎ≤Ｎꎬ

ì

î

í

ïï

ïï

(３)

式中ꎬ内积为 Ｌ２ 空间的标准内积:<ａꎬｂ>:＝ ∫
Ω
ａｂｄΩꎬ∀ａꎬｂ∈Ｌ２(Ω)ꎬ 并记

ｗｎ－１:＝ｗ( ｔｎ－１)ꎬｗ̇ｎ
－１
± :＝ ｌｉｍ

ｓ→０＋
ｗ′( ｔｎ－１±ｓ) .

由数值解所在空间 Ｕ∈Ｖ１ 的假设条件ꎬＵ ｜ Ｊｎ可由子区间左端时刻函数值 Ｕｎ－１ꎬ以及右端导数值 Ｕ̇ｎ－唯
一确定ꎬ即对任意 ｔ∈Ｊｎ

Ｕ( ｔ)＝ Ｕｎ－１＋( ｔ－ｔｎ－１) Ｕ̇ｎ－ꎬ

Ｕ′( ｔ)＝ Ｕ̇ｎ－ .
{ (４)

注意到(３)中非线性项 Ｆ( ｔꎬＵ)在时间方向通常无法积分求出显式表达式.
下面我们将采用时间方向插值线性化的 ＩＥＦ( ｔꎬＵ( ｔ))或 ＩＩＦ( ｔꎬＵ( ｔ))代替(３)中非线性项. 其中局

部线性化算子 ＩＥ 和 ＩＩ 分别使用左端和右端的导数值再加左端的函数值插值为关于时间 ｔ 的线性函数ꎬ
其示意图如图 １.

图 １　 局部插值线性化(显式和隐式)示意图

Ｆｉｇ １　 Ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｌｏｃａｌ ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ(ｅｘｐｌｉｃｉｔ ａｎｄ ｉｍｐｌｉｃｉｔ)

—２—
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　 　 注意到非线性项 Ｆ( ｔꎬＵ( ｔ))在时间节点处并不连续ꎬ因此不妨在每个区间 Ｊｎ 可简记

Ｆｎ－１＋ ＝Ｆ( ｔｎ－１ꎬＵｎ
－１ꎬＵ̇ｎ－１＋ )＝ Ｆ( ｔｎ－１ꎬＵｎ

－１ꎬＵ̇ｎ－) . (５)
使用链式法则得到非线性项关于 ｔ的全导数在区间 Ｊｎ 上 ｔｎ 处的左极限和 ｔｎ－１处的右极限:

Ｆ̇ｎ－ ＝
∂Ｆ
∂ｔ ｔｎ－

＋∂Ｆ
∂Ｕ ｔｎ－

Ｕ̇ｎ－ꎬＦ̇ｎ－１＋ ＝
∂Ｆ
∂ｔ ｔｎ－１ ＋

＋∂Ｆ
∂Ｕ ｔｎ－１ ＋

Ｕ̇ｎ－ . (６)

由算子 ＩＥ 和 ＩＩ 的定义ꎬ在区间 Ｊｎ 上对 Ｆ( ｔꎬＵ( ｔ))项有如下显式和隐式插值线性化结果:

ＩＥＦ( ｔꎬＵ( ｔ))＝ Ｆｎ
－１
＋ ＋( ｔ－ｔｎ－１) Ｆ̇ｎ

－１
＋ ꎬＩＩＦ( ｔꎬＵ( ｔ))＝ Ｆｎ

－１
＋ ＋( ｔ－ｔｎ－１) Ｆ̇ｎ－ . (７)

将上述线性化结果代入到时间递进方法(３)中ꎬ则可将该式中时间方向积分直接求出.

２　 Ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程的离散

我们将 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程(１)与一般形式的抽象问题(２)对比ꎬ不难得知

Ｆ( ｔꎬｕ)＝ －Δｕ＋ｓｉｎ(ｕ)－ｆ( ｔ)ꎬ
相应的 Ｈｉｌｂｅｒｔ空间为 Ｖ＝Ｈ１(Ω) . 根据图 １中两种线性化方法的特点ꎬ不妨将 Ｆ分裂为:

Ｆ( ｔꎬｕ)＝ ＦＥ( ｔꎬｕ)＋ＦＩ( ｔꎬｕ)ꎬ其中 ＦＥ( ｔꎬｕ)＝ ｓｉｎ(ｕ)ꎬＦＩ( ｔꎬｕ)＝ －Δｕ－ｆ( ｔ) .
在 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法(２)的每个求解区间 Ｊｎ(１≤ｎ≤Ｎ)中ꎬ对 Ｆ项采用如下半隐插值:

Ｆ( ｔꎬＵ)≈ＩＥＦＥ( ｔꎬＵ)＋ＩＩＦＩ( ｔꎬＵ) . (８)
此外ꎬ结合式 Ｆ的表达式显然有

∂
∂ｔ
ＦＥ( ｔꎬＵ)＝ ０ꎬ

∂
∂Ｕ
ＦＥ( ｔꎬＵ)＝ ｃｏｓ(Ｕ)ꎬ

∂
∂ｔ
ＦＩ( ｔꎬＵ)＝ －ｆ′( ｔ)ꎬ

∂
∂Ｕ
ＦＩ( ｔꎬＵ)＝ －Δꎬ (９)

联合式(４)－(７)ꎬ以及(８)ꎬ(９)并代入 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法求解式(３)ꎬ同时对时间方向积分ꎬ得到求解

ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程的如下时间半离散格式:找{ Ｕ̇ｎ－} Ｎ１∈Ｈ１(Ω)ꎬ使得

‹ Ｉ＋ １
２
ｋ２ｎｃｏｓ(Ｕｎ

－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕ̇ｎ－ꎬｖ›＋‹

１
２
ｋ２ｎ∇Ｕ̇ｎ－ꎬ∇ｖ› ＝

　 　 ‹ Ｕ̇ｎ－１－ －ｋｎｓｉｎ(Ｕｎ
－１)ꎬｖ›－‹ｋｎ∇Ｕｎ

－１ꎬ∇ｖ›＋‹ｋｎ ｆ( ｔｎ－１)＋
１
２
ｋ２ｎ ｆ′( ｔｎ)ꎬｖ›ꎬ

Ｕ０ ＝ｕ０ꎬＵ̇０－ ＝ ｖ０ꎬ　 　 　 　 ∀ｖ∈Ｈ１(Ω)ꎬ１≤ｎ≤Ｎ.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

(１０)

假设已经求得区间 Ｊｎ－１上的数值解 Ｕ( ｔ)ꎬ即此时已知 Ｕｎ－１和 Ｕ̇ｎ－１－ ꎬ则利用变分方程(１０)在下个区间

Ｊｎ 上可计算得 Ｕ̇ｎ－ꎬ再利用性质(４)即可得到整个区间上的 Ｕ( ｔ) . 在每个时间区间上依次递进下去ꎬ便可

得到所有区间上的数值解 Ｕ( ｔ) .
实际上半离散方程(１０)在每个时间步内为线性的偏微分方程. 进一步ꎬ为了得到可计算的全离散格

式ꎬ我们还需要对(１０)在空间方向上离散. 假设 Ｔｈ 为求解区域 Ω的一组三角网格剖分ꎬ并且在 Ｔｈ 上定义

Ｐ１ 协调有限元空间

Ｖｈ:＝{ｖ ｜ ｖ∈Ｃ(Ω)ꎬｖ ｜ Ｋ∈Ｐ１(Ｋ)ꎬ∀Ｋ∈Ｔｈ}ꎬ
式中ꎬＰ１(Ｋ)为限制在单元 Ｋ 上不超过 １ 次的多项式空间. 紧接着考虑在 Ｈ１(Ω)的子空间 Ｖｈ 上求解方程

(１０)ꎬ假设 φｉ(ｘ)ꎬｉ＝ １ꎬＮｐ 为网格 Ｔｈ 对应有限元空间 Ｖｈ 的一组基函数ꎬＮｐ 为有限元空间的自由度. 在
这组基函数的表示下ꎬ有限元空间上变分方程(１０)可以描述为如下矩阵形式:

Ｍ＋ １
２
ｋ２ｎ(Ｋ＋Ｅｎ

－１)æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｕ̇ｎ－ ＝ＭＵ̇ｎ－１－ －ｋｎ(Ｍｓｉｎ(Ｕｎ

－１)－ＫＵｎ－１)＋ｋｎＦｎ１＋
１
２
ｋ２ｎＦｎ２ꎬ (１１)

式中ꎬ质量矩阵 Ｍꎬ刚度矩阵 Ｋꎬ区间 Ｊｎ 上的右端载荷向量 Ｆｎ１ 以及 Ｆｎ２ 的定义为:

[Ｍ] ｉｊ ＝‹φｊꎬφｉ› ＝ ∫
Ω
φｊφｉｄΩꎬ[Ｋ] ｉｊ ＝‹∇φｊꎬ∇φｉ› ＝ ∫

Ω
∇φｊ∇φｉｄΩꎬ

{Ｆｎ１} ｉ ＝‹ ｆ( ｔｎ－１)ꎬφｉ› ＝ ∫
Ω
ｆ( ｔｎ－１)φｉｄΩꎬ{Ｆｎ２} ｉ ＝‹ ｆ′( ｔｎ)ꎬφｉ› ＝ ∫

Ω
ｆ′( ｔｎ)φｉｄΩꎬ
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以及式中 Ｅｎ－１:＝Ｍｄｉａｇ(ｃｏｓ(Ｕｎ－１)) . 此外初始条件 ｕ０ꎬｖ０ 也可以得到对应于网格 Ｔｈ 的向量表示:Ｕ０ 以

及 Ｕ̇０－ . 事实上求解式(１１)即为 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法求解二维 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程的时空全离散计算格式.
我们将上述全离散求解的过程整理为算法 １.
算法 １　 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程的全离散 Ｃ０Ｐ１ 时间递进方法

初始化:给定 ｕ０ꎬｖ０ 及其对应网格 Τｈ 对应的向量表达ꎬ给定时间剖分{ｋｎ}ꎬ置 ｎ＝ １ꎻ
ｗｈｉｌｅ　 ｎ<Ｎ
　 ｓｔｅｐ １:结合已有 Ｕｎ－１ꎬＵ̇ｎ－１－ 以及全离散格式(１１)求得 Ｕ̇ｎ－
　 ｓｔｅｐ ２:结合(４)得到区间 Ｊｎ 上的解 Ｕ( ｔ)ꎬ以及 Ｕｎ

　 ｓｔｅｐ ３:置 ｎ＝ｎ＋１ꎬ转 ｗｈｉｌｅ判定

ｅｎｄ ｗｈｉｌｅ

３　 数值实验

在这一节中ꎬ我们首先通过构造一个已知真解的非齐次二维 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程算例来验证本文算法的

收敛性. 假设取定二维 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程(１)中求解区域 Ω ＝ (０ꎬ１)×(０ꎬ１)ꎬ求解时间 Ｔ ＝ １ 以及给定右端

ｆ(ｘꎬｔ)使得该方程的真解为 ｕ(ｘꎬｔ)＝ ｓｉｎ(πｘ)ｓｉｎ(πｙ) ｓｉｎ(πｔ)ꎬ此外初始条件 ｕ０ꎬｖ０ꎬ以及相应的 Ｎｅｕｍａｎｎ
边界条件均可由真解得到. 将求解区域划分为一致的三角网格ꎬ尺寸为 ｈ. 该算例中我们将时间剖分步长

取为和空间步长相等即 ｋｎ ＝ｈ. 在不同的步长下ꎬ我们使用算法 １求得该问题的数值解. 为对比数值解的逼

近程度ꎬ我们定义如下时空范数:

‖ｅ‖Ｌ∞ (０ꎬＴ):＝ｅｓｓｓｕｐ０≤ｔ≤Ｔ
‖ｅ‖:＝ｅｓｓｓｕｐ

０≤ｔ≤Ｔ
( ∫

Ω
｜ ｅ ｜ ２ｄｘ) １ / ２ .

计算结果以及相应的误差在表 １中给出.
表 １　 误差 Ｅ:＝‖ｕ( ｔ)－Ｕ( ｔ)‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)以及 Ｅｄ:＝‖ｕ′( ｔ)－Ｕ̇( ｔ)‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｒｒｏｒｓ Ｅ:＝‖ｕ( ｔ)－Ｕ( ｔ)‖Ｌ∞ (０ꎬＴ) ａｎｄ Ｅｄ:＝‖ｕ′( ｔ)－Ｕ̇( ｔ)‖Ｌ∞ (０ꎬＴ)

Ｍｅｓｈ ｈ＝ ｋｎ １ / ２０ １ / ３０ １ / ４０ １ / ５０ １ / ６０ １ / ７０

Ｅ ２.６８１ｅ－０２ １.７１１ ｅ－０２ １.２９２ ｅ－０２ １.０６４ ｅ－０２ ９.０３５ ｅ－０３ ７.８４９ ｅ－０３

Ｏｒｄｅｒ — １.１０７ ２０ ０.９７６ ０２ ０.８７１ ８６ ０.８９６ ４０ ０.９１３ ０２

Ｅｄ １.９９３ｅ－０１ １.３６６ ｅ－０１ １.０３８ ｅ－０１ ８.３７４ ｅ－０２ ７.０１９ ｅ－０２ ６.０４２ ｅ－０２

Ｏｒｄｅｒ — ０.９３２ ２９ ０.９５２ ９９ ０.９６３ ９６ ０.９６８ ４８ ０.９７２ ５７

　 　 由表 １可以看出ꎬ求解 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ方程 Ｃ０Ｐ １ 时间递进方法的全离散格式(算法 １)ꎬ其函数和导数的

收敛阶均为 １阶.
接下来我们考虑二维齐次 Ｎｅｕｍａｎｎ 边界 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程的环形孤立子[８] 传播. 假设求解时间范围

Ｔ＝ ７ꎬ以及求解区域 Ω＝(－３０ꎬ－１０)×(－３０ꎬ－１０) . 此外假设初值

ｕ０(ｘ)＝ ４ａｒｃｔａｎ ｅｘｐ[(４－ (ｘ＋３) ２＋(ｙ＋３) ２ ) / ０.４３６]ꎬ

ｖ０(ｘ)＝ ４.１３ ｓｅｃｈ[(４－ (ｘ＋３) ２＋(ｙ＋３) ２ ) / ０.４３６] .
空间方向采用 ｈ＝ ２０ / ６４的一致三角网格ꎬ时间方向采用步长 ｋｎ ＝ １０

－２的均匀剖分. 然后使用 Ｃ０Ｐ １ 时
间递进方法(算法 １)求解ꎬ并利用对称性给出整个对称区间的逼近解. 我们在图 ２中给出 ｔ＝ ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ７时
刻的数值解.

从图 ２中可以看出ꎬ初始时刻 ｓｉｎ(Ｕ / ２)表现为 ４个相互独立的环形孤立子ꎬ随着时间演化ꎬｔ>３ 之后

环形逐渐相交ꎬ同时圆环的半径也不断增大ꎬｔ>５之后圆环相互碰撞融合ꎬ直到 ｔ ＝ ７ 演化为较大的环形并

向外传播. 数值结果很好地模拟了 ｓｉｎｅ￣Ｇｏｒｄｏｎ 方程孤立子的传播性质ꎬ并且与文献[８]中的模拟结果

一致.
致谢:对导师黄建国教授对本工作的指导表示衷心感谢.
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图 ２　 Ｃ０Ｐ１ 时间递进方法所得 ｓｉｎ(Ｕ / ２)以模拟 ４ 环形孤立子在不同时刻碰撞及演化

Ｆｉｇ ２　 Ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎ ｓｉｎ(Ｕ / ２)ｂｙ Ｃ０Ｐ１ ｔｉｍｅ ｓｔｅｐｐｉｎｇ ｍｅｔｈｏｄ ｆｏｒ ｃｉｒｃｕｌａｒ ｒｉｎｇ ｓｏｌｉｔｏｎｓ
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