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一类半正定变分不等式的随机下降算法
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[摘要] 　 校正投影收缩算法的下降量证明中多次使用了放大不等式ꎬ因此本文利用满足固定均值的随机数适

当扩张步长ꎬ得到了一类半正定变分不等式问题的随机下降算法. 在适当的假设条件下ꎬ利用马尔可夫不等式和

依概率收敛的性质ꎬ给出了随机下降算法的依概率收敛性证明. 通过一系列的数值试验验证了随机下降算法的

有效性ꎬ并且表明了合理选择随机数的均值和方差可以提高随机下降算法的计算效率.
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２０世纪 ９０年代ꎬＡｌｉｚａｄｅｈꎬＫｏｊｉｍａꎬＳｈｉｎｓｏｈ 和 Ｈａｒａ 等人将系统控制论和组合优化的一些问题模型总

结为半正定互补问题[１－２]ꎬ即 ＳＤＣＰ(ＦꎬＳｎ＋) [３]:找到 Ｘ∈Ｓｎ＋满足

Ｘ∈Ｓｎ＋ꎬＦ(Ｘ)∈Ｓｎ＋ꎬＸ•Ｆ(Ｘ)＝ ０. (１)
这里假定 Ｓｎ＋ ＝{Ｘ∈Ｓｎ ｜Ｘ 是半正定阵}ꎬＳｎ ＝ {Ｘ∈Ｒｎ×ｎꎬＸＴ ＝Ｘ} 是一个实对称矩阵集ꎬＦ 是 Ｓｎ 到 Ｓｎ 的

映射ꎬＦｒｏｂｅｎｉｕｓ范数和•分别是 Ｓｎ 中的范数和内积ꎬ即‖Ｘ‖ ＝ (Ｘ•Ｘ) １ / ２ꎬ ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １ꎬｊ ＝ １
Ｘ２ｉｊ( )

１ / ２
ꎬＸ•Ｙ ＝

ｔｒ(ＸＴＹ)ꎬ∀ＸꎬＹ∈Ｓｎꎬｔｒ(•)是矩阵的迹. Ｇｏｗｄａ等人指出半正定互补问题 ＳＤＣＰ(ＦꎬＳｎ＋)等价于一类特殊

的变分不等式问题[４]ꎬ记为半正定变分不等式 ＳＤＶＩ(ＦꎬＳｎ＋)ꎬ即找到矩阵 Ｘ∗∈Ｓｎ＋满足

－Ｆ(Ｘ∗)∈ＮＳｎ＋(Ｘ
∗)ꎬ (２)

式中ꎬＮＳｎ＋(Ａ)＝ :
Ａ:{(Ｙ－Ｘ)•Ａ≤０ꎬ∀Ｙ∈Ｓｎ＋} 如果 Ｘ∈Ｓｎ＋ꎬ

⌀ 否则.{

—６—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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由此半正定变分不等式问题作为一个有力工具应用在数学规划[５]、工业和经济[６]、系统与控制和交

通[７]等方面取得了广泛的应用ꎬ更多应用见文献[８－９] . 很多学者在求解半正定互补问题时做了大量工

作ꎬ主要有内点算法[３ꎬ１０－１１]、非内点算法[１２－１３]和光滑牛顿算法[１４]等. 而投影收缩算法[１５－１９]是一类求解变

分不等式的高效算法ꎬ文献[２０]借鉴上述投影收缩算法的思想ꎬ得到了问题(２)的校正投影收缩算法ꎬ数
值试验表明该算法是有效的ꎬ并且对一类没有显示函数的半正定变分不等式问题具有较好的优势. 但在

校正投影收缩算法的下降量收敛证明中多次使用了放大不等式ꎬ并没有完全利用下降量ꎬ因此本文利用符

合固定均值的随机数ꎬ适当地随机扩张校正投影收缩算法的步长ꎬ从而得到了半正定变分不等式问题的随

机下降算法ꎬ并且在合适的假设条件下ꎬ给出了依概率收敛性证明.数值试验验证了随机下降算法的可行

性和有效性ꎬ并表明了适当选择均值和方差可以提高计算效率.
下面给出矩阵函数及其单调性的定义.
定义 １[２１] 　 对于 Ｘ∈Ｓｎꎬ则 Ｆ(Ｘ)＝ Ｐｄｉａｇ[ ｆ(λ１)ꎬｆ(λ２)ꎬ􀆺ꎬｆ(λｎ)]ＰＴ .
这里 Ｘ 的特征值 λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｎ 是实的且谱分解格式为 Ｘ＝Ｐｄｉａｇ[λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｎ]ＰＴꎬＰ∈Ｗ＝{Ａ∈Ｒｎ×ｎ:

ＡＴ ＝Ａ－１}ꎬｄｉａｇ[λ１ꎬλ２ꎬ􀆺ꎬλｎ]是 ｎ×ｎ对角阵ꎬ第 ｉ个对角元是 λ ｉꎬｆ是 Ｒ 到 Ｒ 上的一个映射.
定义 ２　 函数 Ｆ:Ｓｎ→Ｓｎ 是单调的ꎬ如果 ∀ＸꎬＹ∈Ｓｎꎬ 有.

[Ｆ(Ｘ)－Ｆ(Ｙ)]•(Ｘ－Ｙ)≥０.
记 Ｘ∈Ｓｎ 在 Ｋ上的投影为 ＰＫ(Ｘ)ꎬ且

ＰＫ(Ｘ)＝ ａｒｇ ｍｉｎ{‖Ｘ－Ｙ‖｜∀Ｙ∈Ｋ}ꎬ∀ Ｘ∈Ｓｎ .
定义 ３　 依概率收敛[２２] . 设 Ｘ１ꎬＸ２ꎬ􀆺ꎬＸｋꎬ􀆺是一列随机变量ꎬ如果对∀δ>０ꎬ恒有

ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ{ ｜Ｘｋ－Ｘ ｜≥δ} ＝ ０.

则称{Ｘｋ}依概率收敛到 Ｘꎬ记作 Ｘｋ
Ｐ
→Ｘ.

引理 １　 Ｍａｒｋｏｖ不等式[２２]:对于∀ δ>０和 ｔ>０ꎬ有

Ｐ( ｜Ｘ ｜≥δ)≤(Ｅ ｜Ｘ ｜ ) ｔ

δｔ
.

引理 ２[２２] 　 设 Ｘｋ
Ｐ
→Ｘꎬ则必有子序列 Ｘｎｋ→Ｘａ.ｓ. 几乎必然地.

为了书写方便ꎬ文章中的后面部分记 Ｋ ＝ Ｓｎ＋ꎬο(Ｘꎬβ) ＝ Ｘ－ＰＫ [Ｘ－βＦ(Ｘ)]ꎬ∀β>０.并且假定 Ω 为

ＳＤＶＩ(ＦꎬＫ)的解集且非空ꎬＦ(Ｘ)为 Ｓｎ 上的单调函数ꎬ０<βｌ≤ｉｎｆｋ {βｋ} . 随后将给出一些基本性质ꎬ这些性质

和引理在算法收敛性的证明过程中起到了重要作用.
引理 ３　 Ｘ∗∈Ｋ是 ＳＤＶＩ(ＦꎬＫ)的解当且仅当 ο(Ｘ∗ꎬβ)＝ ０ꎬ∀β>０.
由于 Ｋ＝Ｓｎ＋是 Ｓｎ 中的非空闭凸子集ꎬ根据投影、内积和范数的定义ꎬ可以得到下面的引理.
引理 ４　 任意 Ｘ∈ＫꎬＹ∈Ｓｎꎬ 有 ‖Ｘ－ＰＫ(Ｙ)‖２≤‖Ｘ－Ｙ‖２－‖Ｙ－ＰＫ(Ｙ)‖２ .
引理 ５　 任意 Ｘ∈Ｋ 和􀭹β≥βｌ>０ꎬ有

‖ο(Ｘꎬ􀭹β)‖≥‖ο(Ｘꎬβｌ)‖.

１　 半正定变分不等式问题的随机下降算法和收敛性定理

１.１　 半正定变分不等式问题的随机下降算法(ＳＤＣ 算法)

步骤 １　 初始化 Ｘ＝Ｘ０∈Ｋꎬｓｔｏｐ ｃ＝ １ꎬβ０ ＝ １ꎬ０<ｒ<ｓ<１ꎬＸ０∈Ｋꎬ ꎬ  ꎬｋ＝ ０ꎬ容许度 εꎻ
步骤 ２　 计算 Ｙｋ ＝ＰＫ[Ｘｋ－βｋＦ(Ｘｋ)] .
步骤 ３　 当 ｓｔｏｐ ｃ≤εꎬ停机ꎻ
如果

δｋ:＝
βｋ‖Ｆ(Ｘｋ)－Ｆ(Ｙｋ)‖

‖Ｘｋ－Ｙｋ‖
≤ｓꎬ

那么依次计算

ｓｔｏｐ ｃ＝‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖＝‖Ｘｋ－Ｙｋ‖ꎬ

—７—

􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉􀪉
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α(Ｘｋꎬβｋ)＝ ο(Ｘｋꎬβｋ)－βｋ[Ｆ(Ｘｋ)－Ｆ(Ｙｋ)]ꎬ

 ｋ ＝σ( ꎬ  )ꎬ

ηｋ:＝
１
ｋ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
 ｉꎬ

ξｋ ＝ηｋωｋ ＝ηｋ
ο(Ｘｋꎬβｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ)
‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２ ꎬ

Ｘｋ＋１ ＝ＰＫ[Ｘｋ－ξｋβｋＦ(Ｙｋ)]ꎬ

βｋ:＝
１.５βｋ 如果 δｋ≤ｒꎬ
βｋ 否则.{

令 βｋ＋１ ＝βｋ 和 ｋ＝ ｋ＋１ꎬ返回到步 ２. 否则转到步 ４.

步骤 ４　 缩小 βｋꎬ 即 βｋ ＝
２βｋｍｉｎ{１ꎬ１ / ｒｋ}

３
ꎬ返回到步 ２.

注 １　 σ( ꎬ  )为服从区间( ꎬ  )上的高斯分布或均匀分布产生的随机数且数学期望 Ｅ( ｋ)＝ ν０ .
注 ２　 利用 α(Ｘｋꎬβｋ)的定义ꎬ可知

ωｋ ＝
ο(Ｘｋꎬβｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ)
‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２ ≥１

－ｓ
１＋ｓ２
>１
－ｓ
２

ꎬ∀ｋ>０.

ＳＤＣ算法保留了投影收缩算法的最优步长改进和 βｋ 的自适应控制ꎬ增加了高斯分布或均匀分布随机

数扩张步长ꎬ增加了步长选取的灵活性同时增加了 ηｋ 的期望选择控制ꎬ确保了算法的依概率收敛性.
１.２　 收敛性定理

利用上面的引理 ３和 ＳＤＶＩ(ＦꎬＫ)的基本定义ꎬ容易得到下面的引理.
引理 ６　 假设{Ｘｋ}为 ＳＤＣ算法产生的序列ꎬ０<ｒ<ｓ<１ꎬ则

(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•βｋＦ(Ｙｋ)≥(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ) .
证明　 由于 Ｙｋ ＝ＰＫ[Ｘｋ－βｋＦ(Ｘｋ)] ＝Ｐｋ{Ｘｋ－[βｋＦ(Ｙｋ)－α(ＸｋꎬＹｋ)]}ꎬ根据引理 ３和(２)知ꎬ

Ｙｋ∈Ｋꎬ(Ｘ－Ｙｋ)•[βｋＦ(Ｙｋ)－α(Ｘｋꎬβｋ)]≥０ꎬ∀Ｘ∈Ｋ.
令 Ｘ＝Ｘｋ＋１ꎬ可以得到

(Ｘ－Ｙｋ)•βｋＦ(Ｙｋ)≥(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ) .
由 Ｆ(Ｘ)的单调性ꎬ可以得到下面的引理.
引理 ７　 假设{Ｘｋ}为 ＳＤＣ算法产生的序列ꎬ则

(Ｘｋ＋１－Ｘ∗)•Ｆ(Ｙｋ)≥(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•Ｆ(Ｙｋ) . (３)
证明　 由于 Ｘ∗∈Ｋꎬ根据(２)知 －Ｆ(Ｘ∗)∈ＮＳｎ＋(Ｘ

∗)ꎬ所以(Ｙｋ－Ｘ∗)•Ｆ(Ｘ∗)≥０. 又 Ｆ(Ｘ)是单调

的ꎬＸｋ∈ＫꎬＹｋ∈Ｋꎬ所以

(Ｙｋ－Ｘ∗)•Ｆ(Ｙｋ)≥(Ｙｋ－Ｘ∗)•Ｆ(Ｘ∗)≥０.
进而得到

(Ｘｋ＋１－Ｘ∗)•Ｆ(Ｙｋ)－(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•Ｆ(Ｙｋ)＝ (Ｙｋ－Ｘ∗)•Ｆ(Ｙｋ)≥０.
所以

(Ｘｋ＋１－Ｘ∗)•Ｆ(Ｙｋ)≥(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•Ｆ(Ｙｋ) .
为了简化证明ꎬ令

Θ(ＸｋꎬＸｋ＋１)＝ ２ξｋβｋ(Ｘｋ
＋１－Ｘ∗)•Ｆ(Ｙｋ)＋‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２ꎬ

Λ(ＸｋꎬＸｋ＋１)＝ ξｋ(Ｘｋ－Ｘｋ＋１)•α(Ｘｋꎬβｋ)－ξｋ(Ｘｋ－Ｙｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ) .
下面的引理为 ＳＤＣ算法的收敛性证明奠定了基础ꎬ说明了 ＳＤＣ算法的下降量.
引理 ８　 假设{Ｘｋ}为 ＳＤＣ算法产生的序列ꎬ０<ｒ<ｓ<１ꎬＸ０∈Ｋꎬ０< ≤Ｅ( ｋ)≤ν０≤  <２ꎬ则

‖Ｘｋ＋１－Ｘ∗‖２≤‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－ １
４
ηｋ(２－ηｋ)(１－ｓ)‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２ .

证明　 由引理 ４知ꎬ
—８—
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‖Ｘ∗－Ｘｋ＋１‖２≤‖Ｘ∗－Ｘｋ＋ξｋβｋＦ(Ｙｋ)‖２－‖Ｘｋ－ξｋβｋＦ(Ｙｋ)－Ｘｋ
＋１‖２ ＝‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－２ξｋβｋ(Ｘｋ－Ｘ∗)•

Ｆ(Ｙｋ)－‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２＋２ξｋβｋ(Ｘｋ－Ｘｋ
＋１)•Ｆ(Ｙｋ)＝ ‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－Θ(ＸｋꎬＸｋ＋１) . (４)

根据引理 ６和引理 ７ꎬ经过一些简单的化简可以得到

Θ(ＸｋꎬＸｋ＋１)≥２ξｋ(Ｘｋ＋１－Ｙｋ)•βｋＦ(Ｙ ｋ)＋‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２ ＝ ２ξｋ(Ｘｋ＋１－Ｘｋ)•βｋＦ(Ｙｋ)＋
２ξｋ(Ｘｋ－Ｙｋ)•βｋＦ(Ｙｋ)＋‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２ ＝ －２Λ(ＸｋꎬＸｋ＋１)＋‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２ .

对于 Λ(ＸｋꎬＸｋ＋１)第一项ꎬ利用 Ａ•Ｂ＝ １
２
‖Ａ‖２＋ １

２
‖Ｂ‖２－ １

２
‖Ａ－Ｂ‖２ꎬ得到

ξｋ(Ｘｋ－Ｘｋ＋１)•α(Ｘｋꎬβｋ)＝
１
２
‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２＋ １

２
‖ξｋα(Ｘｋꎬβｋ)‖２－ １

２
‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１－ξｋα(Ｘｋꎬβｋ)‖２ ＝

１
２
‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２＋ １

２
(ξｋ) ２‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２－ １

２
‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１－ξｋα(Ｘｋꎬβｋ)‖２ . (５)

对于 Λ(ＸｋꎬＸｋ＋１) 第二项ꎬ根据步长 ξｋ ＝ηｋωｋ ＝ηｋ
ο(Ｘｋꎬβｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ)
‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２ ꎬ得到

－ξｋ(Ｘｋ－Ｙｋ)•α(Ｘｋꎬβｋ)＝ －ηｋ(ωｋ) ２‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２ . (６)
根据式(５)和(６)ꎬ得到

Λ(ＸｋꎬＸｋ＋１)＝ １
２
‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１‖２＋ １

２
η２ｋ(ωｋ) ２‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２－ １

２
‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１－ξｋα(Ｘｋꎬβｋ)‖２－

ηｋ(ωｋ) ２‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２ . (７)
由式(７)ꎬ对 Θ(ＸｋꎬＸｋ＋１)化简ꎬ可以得到

Θ(ＸｋꎬＸｋ＋１)≥２ηｋ(２－ηｋ)(ωｋ) ２‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２＋‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１－ξｋα(Ｘｋꎬβｋ)‖２ . (８)
利用 ＳＤＣ算法产生的条件

δｋ:＝
βｋ‖Ｆ(Ｘｋ)－Ｆ(Ｙｋ)‖

‖Ｘｋ－Ｙｋ‖
≤ｓ<１ꎬ

容易得到

‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２ ＝‖ο(Ｘｋꎬβｋ)－βｋ[Ｆ(Ｘｋ)－Ｆ(Ｙｋ)]‖２≥(１－ｓ)‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２ . (９)
于是将式(８)代入到式(４)中ꎬ并且利用式(９)、注 ２ꎬ化简可以得到

‖Ｘｋ＋１－Ｘ∗‖２≤‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－ηｋ(２－ηｋ)(ωｋ)２‖α(Ｘｋꎬβｋ)‖２－‖Ｘｋ－Ｘｋ＋１－ξｋα(Ｘｋꎬβｋ)‖２≤‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－
１
４
ηｋ(２－ηｋ)(１－ｓ) ３‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２≤‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－ １

４
ηｋ(２－ηｋ)(１－ｓ)‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２ .

证毕.
由引理 ８容易得到下面的收敛性定理.

定理 １　 假设{Ｘｋ}为 ＳＤＣ算法产生的序列ꎬ０<ｒ<ｓ<１ꎬＸ０∈Ｋꎬ０< ≤Ｅ( ｋ)≤ν０≤  <２ꎬ则‖Ｘｋ－Ｘ∗‖
Ｐ
→０ꎬ

ｋ→∞ .　
证明　 由于 １ꎬ ２ꎬ􀆺ꎬ ｋ是分别独立同分布的ꎬ则有

Ｅ(ηｋ)＝ Ｅ(
１
ｋ ∑

ｋ

ｉ ＝ １
 ｉ)＝

１
ｋ
Ｅ(∑

ｋ

ｉ ＝ １
 ｉ)＝ ν０ . (１０)

考察引理 ８的结论ꎬ根据式(１０)和数学期望的性质ꎬ得到

Ｅ‖Ｘｋ＋１－Ｘ∗‖２≤Ｅ‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－ １
４
Ｅηｋ(２－Ｅηｋ)(１－ｓ)Ｅ‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２≤Ｅ‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－

１
４
ν０(２－ν０)(１－ｓ)Ｅ‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２≤Ｅ‖Ｘｋ－Ｘ∗‖２－ １

４
Ｍ０Ｅ‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖２ .

(∃Ｍ０ꎬｓ.ｔ
１
４
ν０(２－ν０)(１－ｓ)≥Ｍ０>０.) (１１)

从而可以得到 ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｅ‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖＝０ꎬ 于是根据引理 １知ꎬ

—９—
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∀δ>０和 ｔ>０ꎬＰ(‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖≥δ)≤
(Ｅ‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖) ｔ

δｔ
→０ꎬｋ→∞ .

则 ｌｉｍ
ｋ→∞
Ｐ{‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖≥δ} ＝ ０ꎬ所以有 ‖ο(Ｘｋꎬβｋ)‖

Ｐ
→０ꎬ又根据引理 ５ꎬ得到

‖ο(Ｘｋꎬβｌ)‖
Ｐ
→０. (１２)

根据式(１１)知ꎬＥ‖Ｘｋ－Ｘ∗‖有界ꎬ从而 ＥＸｋ 有界ꎬ所以有

∃子列 ｋｍꎬｓ.ｔ ‖Ｘｋｍ－Ｘ∇‖
Ｐ
→０ꎬｍ→∞ . (１３)

利用(１２)和(１３)ꎬ可以得到

‖ο(Ｘｋｍꎬβｌ)‖
Ｐ
→‖ο(Ｘ∇ꎬβｌ)‖＝０.

根据引理 ３ꎬ则 Ｘ∇是解ꎬ令 Ｘ∗ ＝Ｘ∇ꎬ则有

‖Ｘｋ－Ｘ∗‖
Ｐ
→０ꎬｋ→∞ .

证毕.
由引理 ２ꎬ得到下面的推论.
推论 １　 假设{Ｘｋ}为 ＳＤＣ 算法产生的序列ꎬ０<ｒ<ｓ<１ꎬＸ０∈Ｋꎬ０< ≤Ｅ( ｋ)＝ ν０≤  <２ꎬ则必有子序列

Ｘｎｋ→Ｘ∗ａ.ｓ. 几乎必然地.

２　 数值试验

前两个数值算例测试随机下降算法的可行性和适用性ꎬ数据结果见表 １和表 ２. 第三个算例采用随机

数生成的测试ꎬ表 ３为 ＳＤＣ算法和 ＣＰＣ算法的数值结果比较ꎬ表明了符合区间[１ꎬ２]和[１.４ꎬ２.４]的均匀

分布随机数的计算效果更好一些ꎬ在 ＣＰＵ时间和迭代步上都取得了一定优势. 表 ４ 为由服从不同均值和

不同方差的高斯分布产生随机数下的数值结果. 就本文算例而言ꎬ表明了适当选择期望和方差是可以提

高 ＳＤＣ算法的计算效率. 同时可以得到 ＳＤＣ算法不仅对半正定单调变分不等式问题有效ꎬ而且对非线性

半正定单调变分不等式问题也有效. 这里取 ｓｔｏｐ ｃ＝‖Ｘｋ－Ｙｋ‖∞≤ε＝ １０
－３或 １０－５停机. 试验中取 Ａ０ ＝ Ｉ５ꎬＩ５

是单位阵.所有程序均在 Ｉｎｔｅｒ(Ｒ)２.２７Ｇ 处理器ꎬ４Ｇ 内存联想 ＩＢＭ 个人笔记本电脑上运行的ꎬ操作系统

Ｗｉｎｄｏｗｓ ７ꎬＭａｔｌａｂ ７.１０.
测试问题 １(可行性测试) 　 半正定变分不等式问题中函数为 Ｆ(Ａ)＝ ＬＭ(Ａ)＋ＱꎬＬＭ 是 ｌｙａｐｕｎｏｖ 变换ꎬ

即 ＬＭ:Ｓｎ→Ｓｎ 且 ＬＭ(Ａ)＝ Ｍ∗Ａ＋Ａ∗ＭＴꎬＭ∈Ｒｎ×ｎ .

Ｍ＝

３ ３ ３ ３ ３
３ ６ ９ １２ １５
３ ９ １８ ３０ ４５
３ １２ ３０ ６０ １０５
３ １５ ４５ １０５ ２００

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬＱ＝

４ －２
－２ ４ －２

－２ ４ －２
－２ ４ －２

－２ ４

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬ

表 １　 可行性测试的计算结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙ ｔｅｓｔ

迭代步数 最优解 ＣＰＵ时间 误差

１３ ０ ０.０３０ １９９ ０

　 　 可以验证 ０ 是精确解ꎬ表 １ 是 ＳＤＣ 算法的计算情

况ꎬＳＤＣ 算法在几步之内就给出了最优解.
测试问题 ２(非线性半正定变分不等式问题) 　 半正

定变分不等式问题中函数为 Ｆ(Ａ)＝ Ｍ∗Ａ２ ＋Ａ２∗ＭＴ ＋
１０Ｑꎬ这里

Ｍ＝

２５ ３ ３ ３ ３
３ ２０ ９ １２ １５
３ ９ ５０ ３０ ４０
３ １２ ３０ １２０ １０
３ １５ ４０ １０ ２００

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

ꎬＱ＝

２ －１
－１ ２ －１

－１ ２ －１
－１ ２ －１

－１ －８

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

.

表 ２是 ＳＤＣ算法的计算情况ꎬＸ∗为计算获得的近似最优解.

—０１—
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表 ２　 非线性问题的计算结果

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｒｅｓｕｌｔｓ ｆｏｒ ｎｏｎｌｉｎｅａｒ ＳＤＶＩ

迭代步数 ＣＰＵ时间 误差

２３ ０.０３２ ０２３ ９.９ｅ－００４
Ｘ∗ ＝

０.０００ ２ ０.０００ ６ ０.００１ １ －０.０００ ８ －０.００８ ８
０.０００ ６ ０.００２ ３ ０.００３ ９ －０.００２ ９ －０.０３１ ９
０.００１ １ ０.００３ ９ ０.００６ ７ －０.００４ ９ －０.０５４ ８
－０.０００ ８ －０.００２ ９ －０.００４ ９ ０.００３ ６ ０.０３９ ９
－０.００８ ８ －０.０３１ ９ －０.０５４ ８ ０.０３９ ９ ０.４４４ ６

æ

è

ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷÷

.

测试问题 ３(随机生成的例子) 　 半正定变分不等式问题中的函数为 Ｆ(Ｘ)＝ Ｍ∗Ｘ＋Ｘ∗ＭＴ＋ＱꎬＭ ＝
ＡＴＡꎬＡ 为 (－１ꎬ１)上的随机数产生的 ｎ×ｎ 随机机矩阵ꎬＱ ＝ ｄｉａｇ(ｑ)ꎬｑ 为服从(－５ꎬ５)上均匀分布的随机

数ꎬ表 ３为 ＳＤＣ 算法的计算情况.
产生随机矩阵的 Ｍａｔｌａｂ代码如下:
Ａ＝ ｚｅｒｏｓ(ｎꎬｎ)ꎻｔ＝ ０ꎻｆｏｒ ｉ＝ １ ∶ｎ ｆｏｒ ｊ＝ １ ∶ｎ ｔ＝ｍｏｄ( ｔ∗３１ ４１６＋１３ ８４６ꎬ４６ ２６１)ꎻ
Ａ( ｉꎬｊ)＝ ｔ∗(２ / ４６ ２６１)－１ꎻｅｎｄꎻｅｎｄꎻＣ＝ ４００∗ｅｙｅ(ｎ)ꎻＡ＝Ｃ.∗ＡꎻＭ＝Ａ′∗Ａꎻ
Ｔ＝ ０ꎻｑ＝ ｚｅｒｏｓ(ｎꎬ１)ꎻｆｏｒ ｊ＝ １ ∶ｎ ｔ＝ｍｏｄ( ｔ∗４５ ２７８＋１３ ８４６ꎬ４６ ２１９)ꎻｑ( ｊ)＝ ｔꎻｅｎｄꎻ
Ｑ＝(ｑ / ４６ ２１９－１.０)∗１０ꎻＱ＝ｄｉａｇ(ｑ)ꎻ

表 ３　 ＳＤＣ 算法和 ＣＰＣ 算法的数值结果比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｂｅｔｗｅｅｎ ＳＤＣ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ａｎｄ ＣＰＣ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ｎ

ｒ＝ ０.３ꎬｓ＝ ０.９ꎬε＝ １０－５
ＳＤＣ Ｍｅｔｈｏｄ

[０.５ꎬ１.５]

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

[１ꎬ２]

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

[１.４ꎬ２.４]

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

[１ꎬ２.８]

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

ＣＰＣ Ｍｅｔｈｏｄ

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

１００ １ ７０９ 　 　 ６.４０７ １ ６９５ 　 　 ６.２２２ １ ７０７ 　 　 ６.３９２ １ ７０８ 　 　 ６.４５５ １ ７２２ 　 　 ８.９４６
２００ １ ６３７ ３５.１４６ １ ５６８ ３３.３０９ １ ５６４ ３３.５１４ １ ５６３ ３３.８３４ １ ５７２ ５３.４８２
３００ ２ ９１７ ２２６.５４８ ２ １６９ １５８.１８４ ２ １３１ １５１.８０８ ２ ９３７ ２０７.３８０ ２ ９０９ ２１５.２６６
４００ ２ １００ ３１１.２６７ ２ ０２７ ３００.１９７ ２ ０２８ ２９４.４４５ ２ １３５ ３０９.３９５ ２ １３４ ３３７.３３０
５００ ２ ０４６ ５５４.８２２ １ ８１５ ５０２.２３０ １ ５８７ ４３２.２４３ ２ ２６６ ６０８.５１７ ２ ０７０ ５９３.０４４
１ ０００ ２ ０３４ ３ ７３１.７０５ ２ ０８７ ３ ７８４.２７９ ２ ０９４ ３ ８１１.０２２ ２ ０９５ ３ ７８９.００１ ２ ０３４ ３ ８７４.１４５

　 　 [ ꎬ  ]表示服从区间[ ꎬ  ]的均匀分布随机数.

表 ４　 ＳＤＣ 算法在不同均值和方差下的数值结果比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｉｏｎ ｏｆ ｎｕｍｅｒｉｃａｌ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ＳＤＣ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ ｕｎｄｅｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍｅａｎ ａｎｄ ｖａｒｉａｎｃｅ

均值
方差
ｎ

ｒ＝０.３ꎬｓ＝０.９ꎬε＝１０－５

Ｅηｋ＝１.０ Ｅηｋ＝１.５ Ｅηｋ＝１.９

０.５

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

１.０

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

０.５

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

１.０

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

０.５

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

１.０

Ｉｔ Ｔｃｐｕ

１００ １ ６９０ 　 ６.１７６ １ ６９８ 　 ６.２３３ １ ７３７ 　 ６.３５７ １ ６８６ 　 ６.１９２ １ ７３８ 　 ６.３２３ １ ７４４ 　 ６.４１３
２００ １ ６３７ ３５.１４６ １ ６３７ ３５.０６５ １ ５６８ ３３.５３４ １ ５８２ ３３.９５０ １ ５６２ ３２.６７９ １ ５６２ ３２.４６５
３００ ２ ２２８ １７８.７６１ ２ １４７ ３１１.５４４ ２ １６９ １５４.１７１ ２ ０８９ １４７.８１０ ２ １６３ １５２.６６６ ２ １６２ １６７.０９６
４００ ２ ０３２ ２９３.６２３ ２ ０２７ ３００.１９７ ２ ０２７ ３１７.５９１ ２ ０２８ ３００.９３８ ２ １３５ ３１５.７６０ ２ ０２５ ３００.９３０
５００ ２ １１２ ６９０.６６６ ２ ０７９ ５５６.０００ １ ７８６ ４８１.７２５ ２ ０８４ ５６８.５３２ ２ ０７９ ５６６.９７５ １ ８０６ ５００.９７２

　 　 这里的随机数由高斯分布产生.

３　 结论

本文给出了半正定变分不等式的随机下降算法ꎬ并且在适当的条件下ꎬ给出了 ＳＤＣ 算法的依概率收

敛性证明. 通过一些非线性半正定不等式问题和随机生成半正定变分不等式问题的数值测试ꎬ说明了随

机下降算法的可行性和有效性ꎬ并且通过选择适当的均值和方差ꎬ可以提高算法的计算效率.
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