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[摘要] 　 本文从两个幺半群之间的同态出发ꎬ构造(ｎꎬＳ)－自动机之间的满同态ꎬ得到自动机的同余关系ꎬ进一

步ꎬ在状态集的商集上ꎬ重新构造新的自动机(即所谓商自动机)ꎬ并阐述了所构造的自动机与满同态所对应的

自动机是同构的. 在此基础上ꎬ引入(ｎꎬＳ)－自动机上的所谓的 Ｌ 和 Ｒ 关系ꎬ证明了这两个关系是可交换的.
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有限自动机是具有离散输入和输出系统的一种数学模型ꎬ它在计算机科学、生物学、管理学等众多领

域中具有广泛应用. Ｆｌｅｃｋ 将自动机形式地定义为三元组(ＡꎬΣꎬδ)ꎬ其中 Ａ 为有限状态集ꎬΣ 为有限字母

表ꎬδ为集合 Ａ×Σ到 Ａ上的函数ꎬ称为状态转换函数[１] . 令 Σ∗表示 Σ 上所有有限字符串构成的集合ꎬ则 δ
可以扩张成 Ａ×Σ∗到 Ａ上的函数 δ:

(１)δ(ａꎬε)＝ ａꎬ∀ａ∈Ａꎻ
(２)δ(ａꎬｘｕ)＝ δ(δ(ａꎬｕ)ꎬｘ)ꎬ∀ａ∈Ａꎬｘ∈Σꎬｕ∈Σ∗ .

为了方便起见ꎬ仍用 δ表示 δ.
关于自动机代数理论的研究是自动机理论的重要课题之一. Ｉｔｏ 系统地研究了强连通自动机的代数理

论[２] . 为了确定强连通自动机的结构ꎬＩｔｏ 提出并研究了群－矩阵型自动机[２] . 他证明了对于任意的强连通

自动机ꎬ存在一个正则群－矩阵型自动机与之同构. 文献[３－５]提出了所谓严格自动机的定义ꎬ利用正则幺

半群－矩阵型自动机给出了严格自动机的一种表示ꎬ同时解决了严格自动机的分类问题.
基于对强连通自动机自同构群理论的研究ꎬＩｔｏ 研究了群－矩阵型自动机的商自动机. 受此启发ꎬ本文

将研究幺半群－矩阵型自动机及其商自动机. 设(ｎꎬＳ) －自动机 Ａ ＝ (ＳｎꎬΣꎬδΨ)ꎬ 是 Ｓ 到某个幺半群的同

态映射. 首先证明 在 Ｓ^ｎ 上的扩张是 Ａ到(ｎꎬ (Ｓ))－自动机 Ａ ＝ (( ( Ｓ^)) ｎꎬΣꎬδ [Ψ] )上的同态. 然后证

明 Ａ / ｋｅｒ  ≅Ａ . 最后ꎬ按照半群理论的 Ｇｒｅｅｎ－关系ꎬ介绍(ｎꎬＳ)－自动机上的两个二元关系 Ｌ 和 Ｒꎬ同时

证明 Ｌ Ｒ＝Ｒ Ｌ.
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１　 预备知识

本节将介绍自动机和幺半群－矩阵型自动机的有关概念ꎬ其他未定义的概念和符号请参考文献[５] .
设自动机 Ａ＝(ＡꎬΣꎬδ)ꎬＢ＝(ＢꎬΣꎬγ)ꎬｆ 是 Ａ到 Ｂ的映射. 若对∀ａ∈Ａꎬｘ∈Σ 有ｆ(δ(ａꎬｘ))＝ γ( ｆ(ａ)ꎬｘ)

成立ꎬ则称 ｆ为自动机 Ａ到 Ｂ的同态[６] . 若同态 ｆ是双射ꎬ则称 ｆ为同构[６] . 若存在从 Ａ到 Ｂ的同构ꎬ则称 Ａ
和 Ｂ是同构的ꎬ记作 Ａ≅Ｂ. 自动机 Ａ 到其自身的同态和同构分别称为自同态和自同构. 我们用 Ｅ(Ａ)和
Ｇ(Ａ)分别表示 Ａ的自同态和自同构的全体. 可证在通常意义的映射合成运算下 Ｅ(Ａ)和 Ｇ(Ａ)分别构成一

个含幺半群和群ꎬ分别称为 Ａ的自同态幺半群和自同构群[６] .
设 Ａ＝(ＡꎬΣꎬδ)ꎬρ是状态集 Ａ上的等价关系. 若对∀ａꎬｂ∈Ａꎬｘ∈Σ有

(ａꎬｂ)∈ρ⇒(δ(ａꎬｘ)ꎬδ(ｂꎬｘ))∈ρꎬ
则称 ρ是自动机 Ａ上的同余[６] . 按照泛代数中的记号ꎬ我们将 ａ所在的 ρ类记为 ρａꎬ即

ρａ ＝{ｂ∈Ａꎬ(ａꎬｂ)∈ρ} .
设 ρ是 Ａ上的同余ꎬ记 Ａ / ρ ＝ {ρａꎬａ∈Ａ}ꎬ对∀ρａ∈Ａ / ρꎬｘ∈Σ 定义 δρ(ρａꎬｘ)＝ ρδ(ａꎬｘ)ꎬ称自动机 Ａ / ρ ＝

(Ａ / ρꎬΣꎬδρ)为 Ａ关于 ρ的商自动机.
设 Ｓ是有限幺半群ꎬ１Ｓ 是幺元. 给 Ｓ添加一个新的元素 ０ꎬ在集合 Ｓ∪{０}上定义满足如下条件的一个

二元运算“”:
(１)“”是 Ｓ中二元运算的扩张ꎻ
(２) ｓ０＝ ０ｓ＝ ００＝ ０ꎬ∀ｓ∈Ｓ.

可得一个有零元的幺半群ꎬ记作０Ｓ. 在０Ｓ上定义一个部分运算“＋”如下:
(１) ｓ＋０＝ ０＋ｓ＝ ｓꎬ０＋０＝ ０ꎬ∀ｓ∈Ｓꎻ
(２) ｓ＋ｓ′没有定义ꎬ∀ｓꎬｓ′∈Ｓ.

设 ｓ１ꎬｓ２ꎬꎬｓｎ∈０Ｓꎬ将 ｓ１＋ｓ２＋＋ｓｎ 简记为 ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ . 显然ꎬ当且仅当 ｓ１ꎬｓ２ꎬꎬｓｎ 中至多只有一个非零元

时ꎬ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｓｉ 有意义.

设 ｎ是正整数ꎬα＝(ａ１ꎬａ２ꎬꎬａｎ)是０Ｓ上的行向量. 若存在唯一的正整数 ｉ∈{１ꎬ２ꎬꎬｎ}使得 ａｉ≠０ꎬ则

称 α为 Ｓ上的 ｎ阶幺半群－向量[３] . Ｓ上的 ｎ阶幺半群－向量的全体记为 Ｓ^ｎ . 设 ｓ∈Ｓꎬα＝(ａ１ꎬａ２ꎬꎬａｎ)∈Ｓ^ｎꎬ
定义 ｓα如下:

ｓα＝( ｓａ１ꎬｓａ２ꎬꎬｓａｎ) .
令 ε１ ＝(１Ｓꎬ０ꎬꎬ０)ꎬε２ ＝(０ꎬ１Ｓꎬꎬ０)ꎬꎬεｎ ＝(０ꎬ０ꎬꎬ１Ｓ)ꎬ则

Ｓ^ｎ ＝{ ｓεｉ ｜ ｓ∈Ｓꎬｉ＝ １ꎬ２ꎬꎬｎ} .

设 Ｍ是０Ｓ上的 ｎ×ｎ矩阵ꎬ如果 Ｍ的任意行向量是 Ｓ^ｎ 中的元素ꎬ那么就称 Ｍ 为 Ｓ 上的 ｎ 阶幺半群－

矩阵[３] . Ｓ上 ｎ阶幺半群－矩阵的全体记为 Ｓｎ . 可以证明ꎬＳｎ 在通常的矩阵乘法运算下构成一个幺半群ꎬ其

中单位矩阵为(ｅｐｑ) . 设 ｓεｉ∈Ｓ^ｎꎬＭ∈Ｓｎ . 若Ｍｉｊ ＝ ｒ且 ｒ≠０ꎬ则在通常的行向量与矩阵乘法运算下ꎬ有 ｓεｉＭ＝

(ｓｒ)εｊ∈Ｓ^ｎ .

定义 １[３] 　 设(Ｓꎬ)是有限幺半群ꎬｎ是正整数ꎬΨ是 Σ到 Ｓｎ 上的映射. 任取 ｓεｉ∈Ｓ^ｎꎬｘ∈Σꎬ定义

δΨ( ｓεｉꎬｘ)＝ ｓεｉΨ(ｘ) .

则称自动机 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ)是 Ｓ上的 ｎ阶幺半群－矩阵型自动机ꎬ简称(ｎꎬＳ)－自动机.
设 ｘ∈Σꎬ通常记 Ψ(ｘ)＝ (ψｐｑ(ｘ))ꎬ其中 ψｐｑ(ｘ)是 Ψ(ｘ)的 ｐｑ－元. 定义 １ 中的映射 Ψ可以扩张成幺半

群同态 Ψ:Σ∗→Ｓｎꎬ方法如下:
(１)Ψ(ε)＝ (ｅｐｑ)ꎻ
(２)Ψ(ｘ１ｘ２ｘｎ)＝ Ψ(ｘ１)Ψ(ｘ２)Ψ(ｘｎ)ꎬ∀ｘ１ꎬｘ２ꎬꎬｘｎ∈Σ.

方便起见ꎬ我们仍用 Ψ表示 Ψ.
—０４—
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２　 商自动机

设 ＳꎬＴ是幺半群ꎬ映射 :Ｓ→Ｔꎬ(ｎꎬＳ)－自动机 Ａ＝(Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ). 任取 ｘ∈Σꎬ定义 [Ψ](ｘ)＝ ( 
~(ψｐｑ(ｘ)))ꎬ其

中 
~ 是 在０Ｓ上的扩张ꎬ 

~(０)＝ ０ꎬΨ(ｘ)＝ (ψｐｑ(ｘ)) . 显然ꎬ(( ( Ｓ^)) ｎꎬΣꎬδ [Ψ] ) 是 (ｎꎬ (Ｓ))－自动机ꎬ简记

为 Ａ .
易证ꎬ若 ｓεｉ∈Ｇｅｎ(Ａ)ꎬ则 ( ｓ)εｉ∈Ｇｅｎ(Ａ ) .

命题 １　 设(ｎꎬＳ)－自动机 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ) . 若 Ａ是循环自动机ꎬ则 Ａ ＝ (( ( Ｓ^)) ｎꎬΣꎬδ [Ψ] )也是循环

自动机.
进一步ꎬ我们可以得到

命题 ２　 设(ｎꎬＳ)－自动机 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ)ꎬ(ｎꎬ (Ｓ))－自动机 Ａ ＝ (( ( Ｓ^)) ｎꎬΣꎬδ [Ψ] ) . 定义  :Ｓ^ｎ→

Ｓ^′ｎ如下:
  ( ｓεｉ)＝ ( ｓ)εｉꎬ∀ｓεｉ∈Ｓ^ｎ .

若 是同态ꎬ则  是 Ａ到 Ａ 的同态.

证明　 设 ｓεｉ∈Ｓ^ｎꎬｘ∈Σ. 不妨设 ψｉｊ(ｘ)＝ ｔ≠０ꎬ则 ｓεｉΨ(ｘ)＝ ( ｓｔ)ε ｊ . 从而

  (δΨ( ｓεｉꎬｘ))＝  ( ｓεｉΨ(ｘ))＝  (( ｓｔ)ε ｊ)＝ ( ｓｔ)ε ｊ .
另一方面ꎬ

δ [Ψ](  ( ｓεｉ)ꎬｘ)＝  ( ｓεｉ) [Ψ](ｘ)＝ ( ｓ)εｉ( 
~(ψｐｑ(ｘ)))＝

( ( ｓ) (ψｉｊ(ｘ)))ε ｊ ＝( ( ｓ) ( ｔ))ε ｊ ＝ ( ｓｔ)ε ｊ .

所以  是 Ａ到 Ａ 的同态.
令

ｋｅｒ  ＝{( ｓεｉꎬｔε ｊ)∈Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ ｜  ( ｓεｉ)＝  ( ｔε ｊ)} .

显然ꎬｋｅｒ  是 Ｓ^ｎ 上的等价关系. 若 ｓεｉｋｅｒ  ｔε ｊꎬ则 ｉ＝ ｊꎬ且 ( ｓ)＝ ( ｔ) . 设 ｘ∈Σꎬψｉｋ(ｘ)＝ ｍ≠０ꎬ则
  (δΨ( ｓεｉꎬσ))＝  (( ｓεｉ)Ψ(σ))＝  (( ｓｍ)εｋ)＝ ( ｓｍ)εｋ ＝ ( ｓ) (ｍ)εｋ

＝ ( ｔ) (ｍ)εｋ ＝ ( ｔｍ)εｋ ＝  (( ｔｍ)εｋ)＝  (δΨ( ｔεｉꎬσ)) .

从而(δΨ( ｓεｉ)ꎬδΨ( ｔε ｊ))∈ｋｅｒ  . 所以 ｋｅｒ  是 Ａ上的同余.

下面讨论商自动机 Ａ / ｋｅｒ  ＝( Ｓ^ｎ / ｋｅｒ  ꎬΣꎬδｋｅｒ  )和(ｎꎬ (Ｓ))－自动机 Ａ ＝(( ( Ｓ^)) ｎꎬΣꎬδ [Ψ])之间的

关系.
定理 １　 设 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ)是(ｎꎬＳ)－自动ꎬ若 是 Ｓ到某个幺半群的满同态ꎬ则 Ａ / ｋｅｒ  ≅Ａ .

证明　 定义映射 ϕ:Ｓ^ｎ / ｋｅｒ →( ( Ｓ^)) ｎ如下:

ϕ(ｋｅｒ  ｓεｉ)＝ ( ｓ)εｉꎬ∀ｋｅｒ  ｓεｉ∈Ｓ^ｎ / ｋｅｒ  .

首先ꎬ验证 ϕ的定义是合理的. 若 ｓεｉ ｋｅｒ  ｔεｊꎬ则  (ｓεｉ)＝  (ｔεｊ)ꎬ从而 (ｓ)εｉ ＝ ( ｔ)εｊꎬ因此ϕ(ｋｅｒ  ｓεｉ)＝

ϕ(ｋｅｒ  ｔεｊ) .　

其次ꎬ证明 ϕ是双射. 显然ꎬϕ是满射. 因此ꎬ只需证明 ϕ是单射. 若存在 ( ｓ)εｉꎬ ( ｔ)ε ｊ∈( ( Ｓ^)) ｎ 使

得 ( ｓ)εｉ ＝ ( ｔ)ε ｊꎬ则  ( ｓεｉ)＝  ( ｔε ｊ)ꎬ从而 ｋｅｒ  ｓεｉ ＝ｋｅｒ  ｔεｊ .因此ꎬϕ是单射.

最后ꎬ证明 ϕ是同态. 即需证明对∀ｓεｉ∈Ｓ^ｎꎬｘ∈Σ有

ϕ(δｋｅｒ  (ｋｅｒ  ｓεｉꎬｘ))＝ δ (Ψ)(ϕ(ｋｅｒ  ｓεｉ)ꎬｘ) .

给定 ｓεｉ∈Ｓ^ｎꎬｘ∈Σ. 若 ψｉｋ(ｘ)＝ ｍ≠０ꎬ则 (ψｉｋ(ｘ))＝ (ｍ) . 从而

ϕ(δｋｅｒ  (ｋｅｒ  ｓεｉꎬｘ))＝ ϕ(ｋｅｒ  δ( ｓεｉꎬｘ))＝ ϕ(ｋｅｒ  ( ｓεｉ)Ψ(ｘ)
)＝ ϕ(ｋｅｒ  ( ｓｍ)εｋ

)＝ ( ｓｍ)εｋ .
另一方面ꎬ

δ [Ψ](ϕ(ｋｅｒ  ｓεｉ)ꎬｘ)＝ δ [Ψ]( ( ｓ)εｉꎬｘ)＝ ( ｓ)εｉ [Ψ](ｘ)＝ ( ｓ) (ｍ)εｋ ＝ ( ｓｍ)εｋ .

—１４—
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设 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ)ꎬ 是半群 Ｓ上的一个同态映射. 下面我们按照半群理论中的 Ｇｒｅｅｎ－关系引入两个

二元关系 Ｌ 和 Ｒ:
Ｌ＝{( ｓεｉꎬｔε ｊ)∈Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ ｜ ｉ＝ ｊ} .　 　 　

Ｒ＝{( ｓεｉꎬｔε ｊ)∈Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ ｜ ( ｓ)＝ ( ｔ)} .

不难证明ꎬＬ 和 Ｒ 分别是状态集 Ｓ^ｎ 上的等价关系ꎬ且 Ｌ∩Ｒ＝ｋｅｒ  .

命题 ３　 设(ｎꎬＳ)－自动机 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ)ꎬ则 Ｌ 是 Ａ上的同余关系.

证明　 设 ｓεｉꎬｔε ｊ∈Ｓ^ｎ . 若( ｓεｉꎬｔε ｊ)∈Ｌꎬ则 ｉ＝ ｊ. 任取 ｘ∈Σꎬ不妨设 ψｉｋ(ｘ)＝ ｒ≠０ꎬ则 ｓεｉΨ(ｘ)＝ ( ｓｒ)εｋꎬ
ｔε ｊΨ(ｘ)＝ ( ｔｒ)εｋ . 显然ꎬ(( ｓｒ)εｋꎬ( ｔｒ)εｋ)∈Ｌ. 从而((δΨ( ｓεｉꎬｘ))(δΨ( ｓεｉꎬｘ)))∈Ｌ. 因此ꎬＬ 是 Ａ 上的

同余.
命题 ４　 设(ｎꎬＳ)－自动机 Ａ＝( Ｓ^ｎꎬΣꎬδΨ)ꎬ则 Ｌ Ｒ＝Ｒ Ｌ＝ Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ .

证明　 设( ｓεｉꎬｔε ｊ)∈Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ . 根据 Ｌ 和 Ｒ 的定义可知ꎬ( ｓεｉꎬｔεｉ)∈Ｌꎬ且( ｔεｉꎬｔε ｊ)∈Ｒꎬ故( ｓεｉꎬｔε ｊ)∈

Ｌ Ｒ. 从而 Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ⊆Ｌ Ｒ. 因此 Ｌ Ｒ＝ Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ . 同理可以证明 Ｒ Ｌ＝ Ｓ^ｎ×Ｓ^ｎ .
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